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Notations
X Unevariable
X Une vaeur déatoire (non-previsible).
N Le nombre de valeurs possible pour x ou X
®
X Un vecteur de D variables
®
X Un vecteur aléatoire (non-prévisible).

® ®
D Nombre de dimensionsdex ou X
E Une événement, un entité
A,B des classes d'événements ou d'entités
Tk Laclasse k d'événements ou d'entités
k Indice d'une classe
K Nombre de classes i
Wk Laproposition que l'entite E 1 Tk
Mg Nombre d'exemples de laclasse k.
M Nombre totale d'exemples de toutes | es classes

K
M= a Mk
k=1
h(x) Histogrammes des valeurs (X est entieres avec range limité)
hk(X) Histogramme des valeurs pour laclass k.
K
h(x) = a hk(x)
k=1
Q Nombre de Cellules dans h(x). Q = ND
p(wk) =p(ET Tk) Probabilité que E est un membre de laclasse k.
®
Y Lavaleur d'une observation (un vecteur aléatoire).
® ®

P(X) Densité de Probabilité pour X

® @ ® ®
p(X =x) Probabilité q'un vecteur X prendrelavaleur x

® ®
P(X | wk) Densité de Probabilité pour X etant donné que wg

® K ®
P(X) = ka: . P(X | wk) p(wk)
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L_a Classification

® ®
Soit I'entité E décrit par une vecteur de caractéristiques X : (E,X).
Soit K classesd'entité {Tx} ={T1, T2,.., Tk}

La classfication est un processus d'estimation de I'appartenance de I'entité E a une des

®
classes Tk  fondée sur les caractéristiques de I'événement, X.

X1 ——m

o p— ——
2 Class(x1,X2, ..., Xg)}

s>

Xy —>

W = Decider(ET Tk)

W est laproposition que (ET Tk).
Lafonction de classification est composeée de deux parties d() et gk():

i = d(g(X)).

®
g(X):  Unefonction dediscrimination: RP ® RK
d() : Unefonction de décision: RK ® {wk}
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La Classification Bayesienne

La technigue Bayesienne de Classification repose sur une fonction de vérité
probabiliste et le regle de Bayes.

Dans un systeme de vérité probabilisté, la valeur de vérité de la proposition une
probabilité :

pwk) = p(ET Tk)

Le critere de décision est de minimiser le nombres derreurs. Dans un systeme
probabiliste, ca revient de minimiser la probabilité d'erreur. Ceci est équivalent a
choisir laclasse le plus probable.

AN

W = Decider(ET TW). = argrmax {p(wk | X )}
k

ConisdérelecasD =1 et K = 2. Dansce cas, ledomained'X est le domaine.
La classfication est équivalente a une decoupage du domaine d'X en deux zones : Z1

etz

M s X1 zZ1 et s X1 Zo

A ZoneZ, I ZoneZ,
p(w; [X) I p(w; [X)
1 I R
'-'
| -
-
[
= |
0 : I > x
Xmin I X Xmax
|

La probabilité d'erreur est la somme des probabilités de p(w2) en Z1 et
la somme de probabilité de p(w1 |X) en zone 2.
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plerreur) = & pwz | X) + & p(wa | X)
Z1 Zo

La minimum est atteint quand :

Donc  d(gk(X)) = arg-(/nvg{ p(wi | X )}

Dans ce cas, hous avons utilise arg-max{ p(wk | X )} en tant que fonction de décision
Wk

et gk(X) = p(wg | X) comme lafonction de discrimination
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Les Variations Aléatoires des Caractéristiqgues

L es vecteurs de caractéristique porte une composante "a éatoire” avec (au moins) deux
origines:

1) Lesvariations desindividus.
2) Le bruit des capteurs

1) Les variations entre individus d'une classe
Laformation des vrais objets physiques est asujetté aux influences aléatoires.

Pour les objets dune classe, Tk, les propriétés des objetsindividuels sont,
lesvaleurs aléatoires. On peut résume ceci par une somme d'une forme "intrinseque”

® ®
X plus cesinfluences aéatoiresindividueles, B;.
® ® ®
X =X +B;j

L es plupart de techniques probabilistes de reconnai ssance supposent un bruit additif.
En notation vectorielle :

10 10
X =2 - N
X o 28,0

Attention. Le bruit peut etre non-additif, et ceci devient une approximation.
2) Le bruit des capteurs

(def.) Une observation : une constatation attentive des phénomenes.

Pour des machines, des observations sont fournies par |es capteurs.

Ceci donne une observation (un phénomene) sous forme d'une ensemble de
caractéristiques: { Z1, Z> ... Zp}.

10
5. ot
N\ ng
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®
L es observations sont corrompues par un bruit, Bo.

X
+
o
(@)
I
>
+
oY
+
o
(@]

®
Z =

Lebruit et, par définition, imprévisible. |l est aléatoire.

Donc les caractéristiques observées sont des vecteurs al éatoires.

La corruption des observations par un bruit aléatoire est fondamentale aux capteurs
physiques.

®
Pour chagque classe w, la probabilité d'observé Z est fournie par laregle de Bayes.

p(Z | Wi) Pwi)
p(2)

pwk [ Z) =

. ® ® @ : L @ ® ®
S Z =F(X +Bg) estissu delaclasse wi ayant caractéristique X =Xx + Bj
Une Exemple - Le spectre observées par un satellite.

Une image satellite est composée de pixels s(i,j). Chaque pixel compte le nombre de
photons issus d’ une surface carré de laterre (ex. 10 m2.).

Les photons sont captés au travers des filtres spectraux. Ceci donne un vecteur de
caractéristiques pour chaque pixel. Soit une région de végétation { blé, maize, etc}
?( . Le spectre des pigments des feuilles pour une espece.
%i : Les variations du spectre intrinseque d0 aux variations d'age ou d'humidité.
%i est spécifiqgue aunindividu. 1l ne change pas entre les observations.
5@( = ?( + %i . Le spectre des pigments des feuilles pour un individu

®

Bo : Lesvariations d'observations dues al'angle du soleil et les effets de filtrage de
la lumiere par I'atmosphére (humidité, pollution etc). Ils sont présents dans tous les
pixels.
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X(l)

A
T N
) iy yal) s val)

|
>

Une image est une table de pixels, avec les positions sur leslignes (j) et colonne (i). Un

pixel, %(i J), €st un vecteur dentiers, Z1, ..., Zp. Chague composant est I'intégral sur i,j
et | (longueurs d'onde) d'une produit d un filtre spectral avec le spectre recu sur la
régionc,r.

i+di j+dj | +dl
Zd(ij)=Quan{ O O 0 X(,pl) -fadl ), dididl .}
)

C'est opération est réalisé par I'optique de la caméra. L'opération "Quant{} numérise
les valeursyg avec un pas"q" sur une plage entre O et Vmax.

Une classification est une estimation de |a classe de végétations dominant, wg, pour la

®.
région observée par le pixel apartir de le vecteur d'observation Z

A ®
Wk ?=Class{ Z}
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La Loi Normale

Lafonction paramétrique la plus utilisee est laloi Normale.

Quand les variables aléatoires sont issues d'une sequence d événements aléatoires, leur
densité de probabilité prend la forme de la loi normale, Mm s). Ceci est démontré
par le théoreme de lalimite centrale. 1l est un cas fréquent en nature.

Laloi Normale décrit une population d'exemples { Xm} .
L es parametres de ‘J\f(m S) sont les premiers et deuxiéme moments de la popul ation.

On peut estimer les moments pour n'importe quel nombre d'exemples (M>0)
On peut méme estimer les moments quand il n'‘existe pas les bornes (X max—Xmin)

ou quand X est une variable continue.

Dansce cas, p( ) est une "densité" et il faut une fonction paramétrique pour p().
Dans la plupart des cas, on peut utiliser ‘)\f(m s) comme une fonction de densité pour

p(x).

_(x-m2
p(x)» Mx; ms) = \/Z_JF')S e 2s2
4 N(x; ms)

Lebase"e" est : e=2.718281828....|| sagit du fonction tel que QeXdx = eX

Leterme \/2—1 sert a normaliser lafonction en sorte que sa surface est 1.
pS

()2
€ 2% dx=v2p s.

'|!|<ODOC®~ K

(x-2

Leterme d2(x)= 2 est la difference entre x et mnormalisée par la variance.
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La différence (x — m)2 est la "distance” entre une caractéristique et la moyenne de
I'ensemble {Xm}. Lavariance, s2, sert a"normaliser" cette distance.

La différence normalisée par la variance est connue sous le nom de "Distance de
Mahaanobis'. La Distance de Mahalanobis est un test naturel de similarité
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La Loi Normale pour D=1

La casle plus ssimple concerne une seule caractéristique.
Avec met S 2, on peut estimer |la densité p(x) par Q\f(x; ms)

L e
p(X) = pr(X=x) = N(x; ms) Vs © 5
Mx;ms) alaforme:
b Nxms)

ms @ ms

\4

Lamoyenne est le premier moment de la densité p(x).
me E{X} = Op(x)x dx
Lavariance S 2 est le deuxiéme moment de p(X).

S20 E{(X-m2} = Op(x)-(x-m2dx
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La Loi Normale pour D > 1

®
Soit les événements E décrit par une vecteur de D caractéristiques X

®
Soit une ensemble de M événements, { Em} avec leurs caractéristiques. { Xm}
Cet ensemble est dit I'ensemble d'entrainement (training set)

1 M
My ° E{xd} = M a1de
m=

Pour le vecteur de D caractéristiques :

B0

® — ®
me E{X} ,\1,| 4 Xm = €24
m=1 a ...6

{X1} 0
E{X2} T

‘{kb}ﬁ

®
Pour M observations { Xm}, la covariance entre les variables x; et Xj est

ou Siji2 ° E{ (Xi—E{Xi})Xj—E{X})} = I%Amgjl(xim—m)(xjm—m))

Ces coefficients composent une matrice de covariance. Cy

112 S122 ... S1p?

_ G5012 S92 ... Spp?
Cy =

Q-0

Sp12 Sp2? ... Spp?

En matrice en écrit ;

S ® ® ® ® ®
Soit V=X-E{X} = X-M

Cx® E{V V' }° E{[X-MX- M
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® - -
Pour X entier, tel que pour chague d | [1, D], Xd | [Xdmin, Xdmax] On peut
démontrer que

X1gnax XDmax = ®
My° E{xqg} = I\l/l a .. a hX xd
X1=X1min XD=XDmin

\

Pour x réel, My° E{xg} = 00 ...0 IO(C;)Q -xdd>®(

Danstouslescas:

19 {Xl}Q
m=g(xp =¢” = CUA%
S na G {Xn}ﬁ

Pour D dimensions, la covariance entre les variables x; et X est estimée a partir

®
de M observations { Xm}

L Y

Sij2 ° E{ (Xi—E{Xi} )Xj-E{Xj})} = Mmzl(

Xim—m)(Xjm—mn}) )

Ces coefficients composent une matrice de covariance. C
® ® ® @7 ® ®  ® ® T
Cx ® H[X-MX-N)} =E(X-E{X} DX -E{X})}

112 S122 ... S1p?2 O
Cx o 8212 8222 32D2 B

\SDl SD22 SDDZﬁ
1 = sy s ® .
Dans le cas d'un vecteur de propriétés, X, laloi normale prend laforme:

1© ®T 18 ®
® ° ® —5X-MCx (X-M)
p(X)= M X;MCx) = D 1 1 e ’

(2p)2 det(Cx)2
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=

m X2

D 1
Leterme (2p)2 det(Cx)2 est unfacteur de normalisation.

5 e—%& —m'cix-m) b )

00 .. dX1dX2...dXp = (2p)2 det(C)2

La déterminante, det(C) est une opération qui donne la"énergie" de C.

Pour D=2 detgcdg = ab—-cd
Pour D=3
zab co . . .
= fo &k do agl ed
f+ = . w.+ . et . =
det gﬁiﬁ adet%h“a +bdetg|g‘a +C det%ghz

= a(ei-fh)+ b(fg-id)+ c(dh-eg)
pour D > 3 on continue récursivement.
L'exposant est une valeur positive et quadrique.
. .. 18 e 717 -18 @ \
(s X estenmétre, 5 (X — ) Cx “(X—-M) est en métre2.)
Cette valeur est connue comme la " distance de Mahalanobis'.
® ® ® -1 ® ®
d2(X)= 3 (X - M "6 (X — M)
Il sagit d'une distance euclidienne, normalisé par la covariance Cy.

®
Cette distance est bien définie, méme si les composants de X n'ont pas les mémes
unités. (Ceci est souvent le cas).

m £

Laloi Normale peut étre visualisé par ses contours d™ équiprobabilité’
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A/_W

/) p(XImC)

@/

Contours d'équi-probabilité

\ 2

N

X1

>

®
Ces contours sont les contours de constant d2(X)

Lamatrice C est positif et semi-definite. Nous alons nous limiter au cas
ou C est positif et definite (C.-ad. det(C)= |C|>0

sl xj et xj sont statistiquement indépendants, sjj2 = 0.

® ®
Soit les événements E décrit par une vecteur de caractéristiques X : (E,X).
Soit une ensemble a éatoire de M événements avec leurs caractéristiques.

Cet ensemble est dit I'ensemble d'entrainement (training set) { §@<m}

Pour un vecteur de D caractéristiques :

%19 aB{ X1} O

e E(X) =y & ng ] g{?}?
m=1 S0N7) BE{ XD} &

® ~ -
Pour X entier, tel que pour chague d | [1, D], Xd | [Xdmin, Xdmax] On peut
démontrer que

X1gnax XDmax = ®
M° Exd =y 8 . a hixd
X1=X1min XD=XDmin

N\

Pour x réel, My° E{xqg} = 00 ...0 p(?() -xdds@(

® .
Danstouslescas: M= E{X} =
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Pour D dimensions, la covariance entre les variables x; et X est estimée a partir
®
de M observations { Xm}
) ®
Soit \
Cx° E

<@ ><@

_E{X} = X—Mm
VT } o E{[X - MX-mT

=

Ces coefficients composent une matrice de covariance. Cy

5112 S122 ... S1p?

_ %522 52?2 ... spp? T
CX_ -
Sp12 Sp2? ... SDDZQ

ou Sj2 = &Amg.jlfxim—m)(xjm—m))

210 2Bl x1} 0
M= E{X} = gf- = UL
7] G {Xn}ﬁ
Pour D dimensions, |a covariance entre les variables x; et x; est estimee a partir
de M observati ons{?(m}

1

Sij2 °© E{ (Xi—E{Xi} )X -E{X]})} = mgz/l Xim—m)Xjm—m) )

(
1
Ces coefficients composent une matrice de covariance. C

® ® ® @7 ® ®  ® ® T
Cx ® HIX-MX-Mm} =E(X-E{X}X-E{X})}
5112 S122 ... S1p?

o S212 S22 ... Spp?
Cx

2

SD1 Sp2? ... Spp

®
Dans le cas d'un vecteur de propriétés, X, laloi normale prend laforme:
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® ® ® 1 e_;(gD( - l@nTC:X_l(()®< - CrFDn)
p(X)= M X;MCx) = D 1
(2p)2 det(Cx)2

Pz

= X2

D 1
Leterme (2p)2 det(Cx)2 est unfacteur de normalisation.
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Forme en Algebre Linéaire

® ®
Soit les événements E décrit par une vecteur de caractéristiques X : (E,X).
Soit une ensemble aéatoire de M événements avec leurs caractéristiques.

Cet ensemble est dit I'ensemble d'entrainement (training set) { ?(m}

Pour un vecteur de D caractéristiques :

® Me 88‘19 X1 9
e = Yo -0 - B
m=1 ST R {XD}E
® ® ® ® ®
Soit V=X -E{X} = X-M
® ®1 ® ® ® @7
Cx° E{V V }°E{[X-MX-M}

Ceci peut etre exprimeé en forme de matrice.

@ ® ®
Soit Vm= Xm— m

®
On peut faire une matrix V compose de M colones {Vm}

11 V12 ... Vim Q

V = évm Voo ... Vom :

BV01 Vo2 ... Vou B
G
cxova:§:::ZZIIIIES::::H
8.........He::::u
& .M

1
(DEDXDXDDN

Cx °V V' etDxD. NotequeCm= V'V estdetailleM x M.
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Transformations Linéaire

La transformation linéaire d'une loi normale et une loi normale. Les moments d’ une
transformation linéaire sont |les transformations linéaires des moments.

ai) O
- ®
Soit un vecteur unltalreR— DX2 += cos@z) + tel que ||R]=1
xn @ &cosiap) o

®
La projection (transformation linéaire) de X sury est

® ®
y=R' X.

Pour la covariance :

T ® ®T ® T
sy2° E{(R V)(R V)}
®T ® ®T ®
= HR V)(V R)} car (
®T ®T. ®
= E{R (V V) R}
® ®T ®T

® ®
- R EVV}IR=R ¢ R

e
S@

®T ®
=(V R

)

Laprojection de la covariance est la covariance de la proj ecti on
Laprojection de la moyenne et la covarlance sur un axe " donne une moyenne ny

et variance, sy2 dansladirection R

oy) = Niy; R mx, R’ CxR') = N{y; ny, 542)

L es moments d'une projection sont |es projections des moments.

T

my =E{p(y)} = R m sy2 = E{ (p(y)-m)(Py)-m)} =R’ CxR
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Fonctions de Discrimination

L a classfication est un processus d'estimation de |'appartenance d'un événement a une
®
desclasses Ak fondée sur les caractéristiques de |'événement, X.

X] — =

P p— —-
2 Class(X1,X9, ..., Xg)}

=>

xg —

Wk = Classer(E) = Decider(ET Ak)
Wk estlaproposition que (ET w).
Lafonction de classification est composee de deux parties d() et gk():
Wic= dg(x)).

g(S@() : Unefonction dediscrimination : RP ® RK
d() : Unefonction de décision: RK ® {wk}

Discrimination

g(S@() :  Unefonction de discrimination est une fonction RP ® RK
SHn(x) 9
® ®
g(X) = C92(X)+
-
K(X)D
Etant donnée )(? , pour chague Kk il existe une valeur de probabilité p(wk | X)

o | X) = T g
PX)
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Dansle cas généra la nombre minimum d'erreur est fait sl w est chois tel que

k = arg-max{ gk(X)} = arg-max{ pwi | X) } = arg-max{ P(chg\/k) P(Wk)}
K K kK PX)

®
mais, comme P(X) est constant pour tousk,

= arg ma (PCXIW) P}

: ® ® ®
Il suffit de I'evaluer P(X|wg), pour X=x

Dans cette forme la classificateur est une machine qui calcule K fonctions gk(g )suivie
d'une sélection du maximum.

X1 gl
X2
. g2 > Max L >
n :
gK
Fonctions classiques:
® ® ®
P(Xwi) = N(X; Nk .Ck)
ou encore
® N Q\f® ®
P(Xwk) = alan (X; Mkn ,.Ckn)
n=
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Simplification de la fonction de Discrimination

Soit D=1, avec
_(x—m<2)2
. 1 2S5k
X=x |wi) = ‘N(x: nk, sk2) = e
P( | wk) ( ) \/2_pSk

Donc notre fonction de discrimination devient :

_(XJ”kZ)2
gk(X) = p(wk) \/%Sk e >k

On peut noter que k = arg-max{gk(X)} = arg-max{Log{gk(X)}}
Kk Wk

parce que Log{} est une fonction monotone.

_(X;ngz

. 1 Sk

k=arg m?(x{Log{ N e } + Log{ p(wk)} }
(x—x)2

1

2Sk
k—arg-lllax Log + Log e
k { { \IZpSk } {

“ ) + Log{ p(wi} )

2
k= arg-mix{—Log{\/Z_p Sk} _(x2:w|2<2) + Log{ p(wi)} }

2
k= arg-mz;\(x{ —Log{ sk} —(Xz_snkkz) + Log{ p(wk)} }
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Classification pour K>2etD > 1.

Danslecasgénéadl, il y aD caractéristique.

ak(X ) = p(wik | X ) pwi)

Et lerégle de décision est :

Wi o8 i giX) >giX)

Dans cette forme le classificateur est une machine qui calcule K fonctions gk(g? )suivie
d'une sélection du maximum.

Lafonction de discrimination est : gk(g@() = p& | wk ) p(wk)

On séection la classe wg pour laquelle arg-max{ gk(<)®( )}
k

par regle de Bayes :

argrma pwk | X )} = = arg-max{ p(X | i) p(wi) }

= arg-m?}{ Log{ p(§®< | wi )} + Log{ p(wk)}

Si les caractéristiques suivent une densité Normale :

p(X [wk) =N(X, Mk .G

: . — X -my'eT X - My
Log{p(X | wk)} =Log{ — o+ €
(2p)2 det(Ck)2

}

Log{p(X |wk)} =—2 Log{2p} — 5 Log{det(Ck)} — (X — MY C (X — M)
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One note que —% Log{2p} peut étre éliminé parce qu'il est constant pour tout K.

Lafonction de discrimination devient :

® 1 1. ® T.1® ®
ok(X)=—5 Log{det(Ck)} —5(X-NMk) Cx “(X-1k) + Log{p(wk)}

Les classifiers Bayesiennes sont définies par |es variations de cette formule,

9-24




Reconnai ssance Bayesienne Séance 9

Forme Canonique de la fonction de discrimination

Ladécision wg est celle qui donne un maximum pour
® 1® ® T _ _10©® ® 1
Ok(X) = —5(X-NMk) Ck (X-Mk)+5 Log{det(Ck)} + Log{p(wk)}
Lo & & T1T.-18 @
On peut réécrire (X — k) Cx “(X — Nk ) comme
X Ck_l?( ~ X Ck_llc?m — %RTCk_lg@( + IC?W(TCk_l I®TP(
-1 _ ® -1® ® T
Onnoteque Ck ~ est symétrique, etdonc X Ck "Ik =Nk Ck X
® —1® ® —1® ® — ® —1® ®
Donc — X Ck M—MC X =2(MCD X =2 (Cimy)' X
y & - ®
On peut réécrire gk(X) comme

g(X)=X (k) X+O T %= 5Tk G MR) =5 Logf det(Ci} +Logl pwid})
ou bien

® ®T ® ® TO®
gk(X) = X (D) X +dk X +dko.

avec Dk = % Ck_l
® —1®
dk =Ck "Nk
1,27 . 1R 1
dko =—5(Mk Ck "1Mk) —35 Log{det(Ck)} + Log{p(wk)}

Cette fonction est composée de troistermes :

) ®T ®
une terme quadratique X (Dg) X,
. ® T®
unetermelinéare: dk X
et une terme constant : dko
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