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Densités de Probabilité.

Une fonction de densité de probabilité P(X), est une fonction tel que

P(X) est Redl et positive pour tout X.
X estréal entre[—¥, ¥]
tel que
X
OP(x) dx =1
¥

exemples: 2
Loi Normale PX)= Nxxms)= = @ 2s2
(X) (x;ms) J2ps

T
ms m m-s

Mélangede Normales P(X) = g.ll anMx; Nh, Sn)
n=

rect : P(X) = rect (X).
rect(t) A

1

—‘ > t
L
2
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LaLoi Normale
Lafonction paramétrique la plus utilisee est laloi Normale.

Quand les variables aléatoires sont issues d'une sequence d’ événements aléatoires, leur
densité de probabilité prend laforme de laloi normale, Mm s). Ceci est démontré
par le théoreme de lalimite centrale. 1l est un cas fréquent en nature.

Laloi Normale décrit une population d'exemples { Xm} .

L es parametres de ‘J\f(m S) sont les premiers et deuxiéme moments de la population.

On peut estimer les moments pour n’importe quel nombre d'exemples (M>0)
On peut méme estimer les moments quand il n‘existe pas les bornes (X max—Xmin)
ou quand X est une variable continue.

Dansce cas, p( ) est une"densité" et il faut une fonction paramétrique pour p().

Dans la plupart des cas, on peut utiliser Mm s) comme une fonction de densité pour
p(x).

(e
P(x)» MX; ms) = \/2_1ps @~ 2s2
b Nxms)

Lebase"e" est : e=2.718281828....1l sagit du fonction tel que OeXxdx = eX

Leterme \/2—1 sert a normaliser lafonction en sorte que sa surface est 1.
psS

(x-m)2
€ 252 dx=\2p s.

-I!Kanom\ K

(x-m2

Leterme d2(x)= 2 est la difference entre x et mnormalisée par la variance.

Ladifférence (x —m)?2 est la"distance” entre une caractéristique et lamoyenne de
I'ensemble {Xm}. Lavariance, s2, sert a"normaliser" cette distance.

La différence normalisée par la variance est connue sous le nom de "Distance de
Mahalanobis'. La Distance de Mahalanobis est un test naturel de similarité
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LaLoi Normalepour D=1

Lacas le plus ssmple concerne une seule caractéristique.
Avec met S 2, on peut estimer la densité p(x) par Mx; ms)

" S
= = = ' = B 2 2
PO =pr(x=x) = Nexms) = = e 2
’J\f(x;ms) alaforme:

4 N(x; ms)

ms m mtS
Lamoyenne est le premier moment de la densité p(x).

Y

me E{X} = Op(x)x dx

Lavariance S 2 est le deuxiéme moment de p(X).

S20 E{(X-mZ = Op(x)-(x—m?2dx
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LaLoi Normalepour D> 1
®
Soit les événements E décrit par une vecteur de D caractéristiques X

®
Soit une ensemble de M événements, { Em} avec leurs caractéristiques. { Xm}
Cet ensemble est dit I'ensemble d'entrainement (training set)

1 M
Mi° E{xd = & Xdm
m=1

Pour le vecteur de D caractéristiques :

® M @ %19 é{xl}g
UETRTE AR
m=1 . R {XD}ﬁ

®
Pour M observations { Xm}, la covariance entre les variables x; et Xj est

M
ou Sijj2 ° E{ (Xi—E{Xi} )X -E{X})} = a:(X.m m)(Xjm—m))

Ces coefficients composent une matrice de covariance. Cy

112 S122 ... SlD 0
S212 S22 ... S -
c, = g52° S22 2D? H
BSp12 Spo? ﬂ

En matrice en écrit ;

S ® ® ® ® ®
Soit V=X -—E{X} = X-M

Cx® E{V V' }° E{[X - MX - M

® ~ -
Pour X entier, tel que pour chagued | [1, D], Xg!| [Xdmin Xdmax] On peut
démontrer que
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X1gnax XDmax ®
M Exd =y 8 . A hK) xe
X1=X1min XD=XDmin

Y

Pour x réel, My° E{xg} = 00 ...0 p(?() -xdds@(

i R

Pour D dimensions, |a covariance entre les variables x; et x; est estimee a partir
®
de M observations { Xm}

Danstouslescas:

IIIO
'-Hf-h

X1}
2}
X} £

QIIIO

L Y

Sij2 ° E{ (Xi—E{Xi} )Xj—E{X}})} = Mmzl(

Xim—m)Xjm—-m) )
Ces coefficients composent une matrice de covariance. C

® ® ® @7 ® ® . ® ® T
Cx ® E{[X-MX-M} = E(X - E{X})(X -E{X})'}

gs11? S122 ... S1? Q
C. © S212 S22 ... S
X

(B

Sp12 Sp2? ... SDD2

®
Dans le cas d'un vecteur de propriétés, X, laloi normale prend laforme:

- A% - e (X -y
p(g@(): M g@(; %,CX) = D L 1 e ° '
(2p)20(C)2

Pz
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D 1
Leterme (2p)2 det(Cx)2 est un facteur de normalisation.

1® T _ 10® ®
N\ N\ \ _E(X_m CX (X_m) Q 1.
00 .0 e dX1dX2...dXp = (2p)2 det(C)2
La déterminante, det(C) est une opération qui donne la"énergie” de C.
Pour D=2 det ggg = ab—cd
Pour D=3
gab co , ) )
T e fo o do oel ed
det gre]:‘é = adetg iz +b-det%igf-a +c-det%ghf-a

= a(e-fh)+ b(fg-id)+ c(dh-eg)
pour D > 3 on continue récursivement.

L'exposant est une valeur positive et quadrique.
. .. 18 e 7 18 @ \
(si X est enmetre, 5 (X — 1) " Cx (X — M) est en métre2.)

Cette valeur est connue comme la"distance de Mahalanobis'.
® ® ® -1 ® ®
d2(3)=5 (X~ M "o X - )
Il sagit d'une distance euclidienne, normalisé par la covariance Cy.

®
Cette distance est bien définie, méme si les composants de X n'ont pas les mémes
unités. (Ceci est souvent le cas).

m £

Laloi Normale peut étre visualisé par ses contours d™ équiprobabilité’

(&

Contours d'équi-probabilité

X1

>

®
Ces contours sont les contours de constant d2(X)

Lamatrice C est positif et semi-definite. Nous alons nous limiter au cas
ou C est positif et definite (C.-ad. det(C)= |C|>0
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si xj et xj sont statistiquement indépendants, sjj2 = 0.

® ®
Soit les événements E décrit par une vecteur de caractéristiques X : (E,X).
Soit une ensemble aéatoire de M événements avec leurs caractéristiques.

Cet ensemble est dit I'ensemble d'entrainement (training set) { ?(m}

Pour un vecteur de D caractéristiques :

® vi M e %19 {Xl}g
e e = & dm =g = €005
= Sl EE( XD} &

® - -
Pour X entier, tel que pour chaqued | [1, D], Xgl [Xdmin, Xdmax] On peut
démontrer que

X1gnax XDgmax = ®
My° E{xq} = M a .. a hXxd
X1=X1min XD=XDmin

Pour x réel, My° E{xg} = 00 ...0 p(?() xq dX
o B 9 {Xl}Q
Danstouslescas: M= E{X} —g RS p )
g {Xn}ﬂ

Pour D dimensions, la covariance entre les variables x; et X est estimée a partir
®
de M observations { Xm}

X®
@3@

Soit V=X —E{X} =
Cx° E{\®/®T} E{[X - MX - M7

Ces coefficients composent une matrice de covariance. Cy

5112 S122 ... S1? O

C, = 8212 3222 82D2;
SD12 Sp2? ... SDDzﬁ
1 M
ou Sj2 = al(X.m—m)(ij—n]))
m:
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Exemple: AnalysedesImages Terrestre

L es statistiques de la couleur sont utilisées couramment afin d’ analyser les
Images pris par les satellites.

On peut utiliser lamoyenne et covariance afin de caractériser la couleur d'une région.
Soit un échantillon R d'une couleur dans une scéne, nous pouvons calculer la
distribution normale qui représente la couleur de R par laMoyenne,

K R= [r,v,b]T et Covariance, Cx.

R
A rouge _
jaune
magenta 5
> V
Cs vert
bleu
5 y's cyan
. 295
Lasommedel'histogramme: S= a h(r,v,b)
r,v,b=0
emy 5
Moyenne : X = &MY ol m = é 235 (r,v,b)r
el r,v,b=0
1 299 1 295
m = < a hrv,byv m= < a h{rvbb
S 1v,b=0 S 1 vb=0
gsrz Srv SrbH
Covariance Cx £ &Sbr Sp? Sw{j ou
&Swr Svb SK2 1l

295 255
s2° ¢ Ahrvb-m2  S2+ & & hrvb)v-m)2

r,v,b=0 r,v,b=0

5

Sp2° é 2§ h(r,v,b)(b — np)?

r,v,b=0



Analyse et Réconnaissance d'lmages Séance 8
et

Srv® Sw®

0

v o)) —m)

=
<
(@

Sib® Sw® g a hrvb)(r—m)(b—np)

1 25
Sw® Sw® g a h(rv,b)(v—m)(b—np)
r,v,b=0

AVeC ces statistiques, on peut estimer la probabilité d'avoir
observé une instance d'une classe, étant donné I'observation d'un pixel Y= (r, v, b).

Soit K "classes', {wk}, chacun décrit par >“<k, Ck_l
. ®
Pour un observation Y

° A 1 — 2V =RiOTaTHY - Ri)
Y 1%9 =52 €
(2p)2det(Ci)2

®
La probabilité d'obtenir wy ayant observe Y

p(Y)

Laclassele plus"probable” est indépendant de p(%rb()

® ®
szmix{ p(wk|Y)} :M?(X{D(Y|Wk)p(Wk)}
=Mix{Log{ o(Y | wi) p(w) }}

1
=Max{ ~37~ iy "o - i) -Log (V2p e(C2 ) +Log(p(Cma) }

Si labruit est independant delaclasse, " j, k: det(C;) = det( Cy)

8-10
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Max( p Wk YY)} = I\/Ialz<{ 1 -my "'oY - m)) + Log{pwi)} }

S les classes sont equi-probable, " j, k : Log{p(wj)} = Log{p(wk)}
® 1@ ® T _ -1.0® ®
Max( p(wic| ¥} = Max{ —5( ~ ) S -m) }
Pour trouver les pixels"blé" danslesimages de satellite.

Déterminer la couleur "caractéristique’ du blé N b= ( Rp, Vb, Bp)
et sa covariance. Cp,.

Pour un vecteur de propriétés de 3 Dimensions :

1® A T -1,® A
® A 1 —2(Y =X b)'Cx (Y —=Xp)
P(Y | Xp) = 3 1

(2p)2det(Cp)2

Pour chague pixel del'image, %(i J), onpeut caculer ladistance normalisée par la
covariance.

. 1 ® .. 0 12,0 O
D)= 5  { (Y()-Xo)T Col (Y(i)-Xb)
Uneimage dela"confiance" ou CFdublé:

i e—%(g(i,j)—ﬁk)Tck‘l(i@f(i,j)-% n
o, j) =

Les pixels avec une couleur proche de celle de I'échantillon apparaissent intenses.

8-11
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Exemple: Caractérisation d'un région par moments
L es ensemble connexes de pixels sappellesles "blobs’.

On peut décrire une blob par une vecteur de caractéristiques "invariantes' a
I'orientation grace aux "moments’

Les moments sont invariants aux transformations affines.

Pour une fénetre (imagette) w(i, j) detailleN x M

Somme des Pixels S= (L:\l/l é\IW(i,J')
i=1j=1
Premiers moments ;
1 MN 1 MN
m: =+ a W(l,J)'I = A a aW(I’J)J
S |:1J:1 " S Izljzl

L e premier moment est |e centre de gravité delaforme:
Deuxiéme moment :

sz= L & & @l )-m?
1=1j=1

M N
2 = = i )i 2
Sj S iézlljil 1W(' )-G-)

2= 1 MN
it s @ 1J_<';11W(I, 1)-(=m)(-m)

Ceci permet de définir les"axes', maeur, | 1 et mineur, | 2, delaforme
par analyse des composantes principal es de la deuxieme moment

£si? sij?H
&
Co Ssij2 SjZH

8-12
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Composantes principales

L es deuxiemes moments sont "invariants' al’ orientation

Lesaxes sont calculés par une analyse en composantes principales
delamatrice C. Il sagit detrouver une rotation, @, dans|'espace
de caractéristiques ® Cp ®T = A telles que A soit diagonae.

al 100 _ 2Cos(q) Sin(@)8
A = §01 25 telquel1>12 @ = & Sin(q) Cos(Q)p
CI)CPCI)T: A = ?0]](?2% PTPp =] = ge](')(:)Lg

_ ) el 106 &Cos(q) Sin(g)o
PCp®TO= ®Cp= AP = &qj,; &Sin(g) Cos()s

Leslignesdu & sont des vecteurs propres du C.
Lalongueur des axes majeurs et mineur est les valeurs propres de la matrice C.

g est I'orientation de I'axe "majeur” et | 1/1 2 est le rapport entre lalongueur et la
largeur.

| 1/1 2 est une caractéristique invariante de lataille et de I'orientation.

8-13
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Fonctions de Discrimination

La classfication est un processus d'estimation de I'appartenance d'un événement a une
®
desclasses Ak fondée sur les caractéristiques de I'événement, X.

X1 ——m

o p— ——
2 Class(x1,X2, ..., Xg)}

s>

Xy —>

Wk = Classer(E) = Decider(ET Ak)
Wk est laproposition que (ET w).

Lafonction de classification est composee de deux parties d() et gk():

Wi = d(gX)).

g(()®() ; Une fonction de discrimination : RD ® RK
d() : Unefonction de décision: RK ® {wk}
Fn(x) 9
) ® SN+ . ®
engenerde g(X) = 2(X) = est une vecteur de K fonctions gk(X)
o
k()9

Dansle cas général, K > 2, lanombre minimum d'erreur sont fait si w est chois tel
que:

k= arg-makx{ gk(X)} avec gk(X) = p(x | wk) p(wk)

Lesfrontiéres entrerégionsi et j sont les valeurs pour lesquelles

gi(X) = gj(X)

8-14
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21 Z2 23
> < >

p(X|wo)p(wyp)

p(xlw1)p(wq) p(x|wg)p(wz)

AN .,

Une fonction de discrimination partition I'espace de caractéristique en régions digointes
Z1, ..., Zk pour chague classe.

k= arg-m?(x{ gk(X)}

Mais comment calculer gk(X)?

Les caractéristiques X de |'événement E sont aléatoires avec une dispersion due aux
variations naturelles de sa classe.

Ceci est modélisé par une variable aléatoire Bk autours d'une valeur "type" xk. La
valeur type est specifique alaclasse.

X =Xk + Bk

Si D=1, lesmembres de la classe wk auront les caractéristiques X tel que:

_(x-m)?
o [y = Nocmsid) = 2 € 2%
Donc notre fonction de discrimination devient :
L o
G(X) = PW) o e
pour D > 1 il faut lafonction normales multi-variate
® ® ® 1 —%& -m'c (X —m)
p=NiX:mco= 5+, €
(2p)2det(Cx)2

8-15
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Ladiscriminateur est une machine qui calcule K fonctions gk(g? ) suivie d'une sélection

du maximum.
x1 ot
x2
. I

g2

Max

Xn

gK

Soit D = 1. (une seul caractéristique).

On peut noter que k = arg-max{gk(X)} = arg-max{Log{gk(X)}}
Kk Wk
parce que Log{} est une fonction monotone.

_(X—”kz)z
k= argmax{ Logf Vz_;s,k e < )+ Log{p(wi)}}
(x—mK)?

ou k= arg-mc’l:\(X{—LOQ{Sk} ~ 25,2 T Log{p(wi)} }

Dansle cas générale D > 1 Lafonction de discrimination devient :

ok(X)=— 5 Log{det(Ci)} — 3(X — M) "Gk (X — Mk ) + Log{ p(wi)}

Cecit peut étre traduit dans une forme cannonique :

® ®T ® ® TO®
gk(X) = X (D) X +dk X +dko.

avec uneterme2i€meordre: Dk = % ckt
. ® _1®
uneterme 1l®€ordre: dk = Ck 1m<

1. T . -1 1
Constant :  dko = —5("Mk Ck "TTk) —7 Log{det(Ck)} + Log{ p(wk)}

8-16



