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L es Champs Réceptifs Gaussiens

Filtres et dérivées

La Transformé de Fourier d'une dérivée a une fonction est

F0Y = ~2p) wF{1(0)

etdone 1o = F-Y-2p) wi()) = F-{-2pj w}  F LI}

Donc, une dérivée est un FILTRE avec une fonction de transfert —2pj w

MO = o s =F 1200 w) - 09

Lesfiltreslinéaires sont associatifs, distributifs et commutative.

& Y -2pj w} auneduréeinfinie. Maison peut faire une
approximation de durée finie par

dn)= [-1,0,1]

En alternative, on peut calculer lafonction de la dérivéed'un noyau, g(t). ensuite, on
échantillon

)= Y

B = f(nTe) * s(n)

On note que le convolution est une produit scalaire evalué a chague echantillion
r(k) =s * f(i) =<s(i), f(k-) >= a_sk-) (i) = a_ s fk-)
=¥ =¥
Autrement dit, le produit scalaire est une projection d'un signal sur une fonction.

<s, f(k)> = gé i) f(i+k)
¥

L'idédl serait une fonction invariante au tranformation projective. Mais ceci n'est pas
possible. Mais on peut trouver une noyau invariante aux transformations affines
- Lafonction Gaussien
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L afonction Gaussien
1 x2

2 g2
Lafonction Gaussien est G(x,s) = e °

Lafonction Gaussienne est invariante alatransformation affine:
T G(x,8)} =G(ToX}, ToS})

Rappel en séance 2 on avu que Xy = chc

Donc la"taille" d’un objet et en proportion de s= IZ:c

Lataille (ou échelle) est une paramétre de latransformation affine.

Lafonction Gaussienne est invariante alatransformation d'échelle :
Ts{G(x,8) } =G(Ts{x}, T{s}) = G(sx, ss)
Si ondivise z¢ (distance entre lacaméraet |'objet) par deux , on double lataille.

G(x,s) = G(2x, 2s)
X2-+y2

En 2-D, la Gaussienne symétrique circulaireest G(x,y,s )= € 2s2 avec A
=2p s2

La Gaussien est lafonction unique qui est symétrique circulaire et séparable.

_X2+y? _x2 2
OnnotequeG(x,y,s )= € 2s2 - @22 + @2s2

Ceci nous offre beaucoup d'intérét pour la vitesse de calcul.
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Lesdérivées dela Gaussien
1 x2

22
Gixs) = e°S

Gy(x, 8) = —Sé G(x, s)

2_g2
X2 —s
Gux(x.8)= — g GXs)

3_xs2
X3 —-X S
Gxxx(X, 8) = -6 G(x, S)

On note que le"gain” d'une noyau est son intégral.

6 25
2

A= § e’s" dx=\2p s.
-¥

Lapropriété de l'invariance al'échelle demande que A = 1.

L es operateurs Differentielles

Pour un signal en deux dimensions, les opérations différentielles sont

®
le gradient N et la Laplacien N2 :

=l 0

. _ ® ix =

Le gradient est un vecteur : N = +

v 9

LaLaplacien est une scalaire: N2 -1 + 12
Pour une fonction s(x,y) )
adIs(xy) O

o ® _ ™x =
LaGradient : N s(xy) = Ts(.y)

Ty

a2 2
LaLaplacien K2 = 155Y) ﬂ%éy)

Mx2

Séance 6
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s g(x,y) est filtré par G(x,y;s) : s* G(Xy;s) = g g. s(X,y) G(X-s, y-t)
S—¥=—¥
&, TG(xy:s) §
. ® ® ™x =
LaGradient : N(s* G(x,y;S)) =s* NG(Xy;s) = 1G(Xy:s) =
N S* 1‘|’>’/ ! E,

1°G(xy:s) , 12G(xy)
Tx2 Ty2

LaLaplacien N2(sx G(x,y;s)) = s* N2G(x,y;s) =s* ( )

Les Filtres Numeérique Gaussien
Parce que I'image est un signal échantillonné, il faut échantillonner G(x, y, S)

On obtient lesfiltres numériques par un simple échantillonnage de la
fonction Gaussienne sur un intervalle [-R, R].

Onremplace x par nTe 0u Teest un

nT,
82

=

G(n) = G(nTg s) = €

N

Te est la pas d'échantillonnage.

Par convention |’ on considére Te = 1.
1 n2

i 2 g2
Donc, laforme numéiqueest G(n,s) = € °

NI~
IR

A= §.¥ e’ ® dX»\/Z_p S.
n=-

Il'y adeux facteurs a maitriser :
a) Latallledela"support” N =2R+1.
b) laratios/Te
Pour a
Pour N £ 7, les"ondes’ de WR(f) dominent |le spectre.
Pour N 3 9, les ondes, on peut d'effet.

Pour b:
Il vaut mieux ques/Te 3 1
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L es dérivées de la Gaussienne numérigue sont :

Gx(n, s)= —S% G(n, s)

2_g2
né—s
Gxx(n, s)= <4 G(n, s)

3_ns2
n ns
Gxxx(N, S)=—736 G(n, s)

Pour laGaussien en 2D. G(i, j, S)
Gu(i,j )=~ oo G(i.,S)= —p G(i,s)* G{,S)
Goi,1,5)= g2 d2 Giis) =~y Gis)*~dy &(,s)

Un vecteur de champs réceptifs forme une base de Taylor

®
Ga= (Gx, Gy, Gxxs Gxys Gyys Gyxoxs Gxxys Gxyys nyy)

Ceci donne lafamille de champs réceptifs Gaussien
_

Les champs réceptifs Gaussien Gy, Gy, Gux, Gyy, Gyy, Gxxxs Gxxys Gxyy» Gyyy-

Note gu'il y aune parametre s. Ceci est la parameétre d'echelle. Ce détermine lalimite
de larésolution d'une déscription.
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Les Dériveesdel'lmage

Pour I'image p(m, n), ®N p(m,n) est calculé par ®N G(m, n,s) * p(m,n).

® _ &sy(m,n, s
ou NG(m,n,s) = %Gy(m, ns

) ¢
¥

7]

EG(X, ¥, 8)* p(x, ) EGu(x, Y, S)* p(x, V)l
BGy(X, ¥, S)* p(x, Y &Gy(X,y,s)* p(x, y)H

Gradient:  Np(x,y) =
(Le gradient est un vecteur).

Laplacien:  N2p(m,n) = Gy(m, n, s)*p(m, n) + Gyy(m, n, s) * p(mn)
(LaLaplacien est une scalaire.)

L'Orientabilité des Gaussiens

Pour chague pixel, on peut calculer une orientation "intrinsic"

ax, y) =Atan2{<A(x,y), Gy>, <A(X, y), Gx>}

L es réponses de filtres orientées peuvent étre calculé par une somme de réponse des
filtres de base, pondérée par les sinus et cosinus.

G = cos(q) Gy + sin(q) Gy
G, = cos(q)2 Gxx + 2 cos(q)sin(q) Gyy + sin()2 Gyy
G] = cos(q)3 Gux + 3 005(Q)2 Sin(q) Gxxy + 3 cos(q) Sin(Q)2 Gyyy + Sin(Q)3 Gyyy
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L 'espace d'échelles

Lafonction Gaussian est invariante a latransformation d'échelle :

T{G(x,8)} =G(Ts{x}, Ts{s})

On avu quela"taille" d un objet et en proportion deIZ:C :

S onmultiplie par "'s" lataille.
G(sx,ss) = G(x, S)
Mais, on concrete, quelle échelle faut-il utiliser ? tous!

Un espace d'échelle, P(X, y, s) est défini par un noyau, g(X,V; s)
avec le paramétre s libre

P(X,y,s) = g(X,y, s) * p(X, )
pour Xmin EX£ Xmaxx, YminEY £ Ymax Smin £ S £ Smax:

ou s est le parametre d'échelle.
Pour une description invariant al'échelle, il faut un axe logarithmique pour s.

Scale
(Resolution)

4

/

il
o ==

La description de I'image se trouvent atoutes les échelles.

AN

L'espace d'échelle facilite la recherche de correspondance
gréce ala décomposition des formes a divers niveaux de résolution :

Résolution basse: peu de formes,
vue globale,
détails grossiers
Résolution haute : nombreux formes,
vuelocale,
détailsfins.

Propriétés de |'espace d'échelle :
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* Invariance (Equivariance) aux changements de taille
* Lebruit de numérisation se trouve dans les hautes fréquences (donc petit s).

» Lespoints de contraste dans |es moyennes fréquences sont souvent les plus
stables,

L'espace d’ échelle est une idéal mathématique. Pour calculer il faut travailler sur les
valeurs numeriques. Ceci impligue une échantillonnageenx, y, et s.

L e Gaussian est une solution de la Equation de Diffusion.

1G(xy;s)

Equation de Diffusion: N2G(x,y; s) = e

En conséquente, N2G(x,y;s) » G(x,y; S1) —G(X,y; S2)
pour s13 \/_252

Echelle Intrinseque (ou characteristique)

Considére la Laplacienne pour alapixd X, y, en fonction de s

stp(i 1]) = <GXX(i1j1 S)! p(|, J)> + <GYY(i1 j’ S)! p(llj)>

A chague point de I'imageil y aquelques valeurs de s pour laquelle
laNs2p(i,j) sont maximale.

4000

3800

v}
2
=]
=

ra
L
=]
a

Laplacian erergy

o
=1
=1

a0n

zero crossing of Laplacian at si D
scale ©

L'echelleintrinsiquea(i, j) est si(i,j) = Arg-Max s{Ns2p(i )}
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L es dérivés donnes les caractéristiques locale. Par normalisation al'echelle et orientation
Ils deviensinvariantes

x 0

® . y T
X(i,j) =p(,j)* SXXT
N\ Xy—

Gy

Pour chaque classe k, la probability d'observe 5@( alepixd i, j, est fournie par larégle
de Bayes.

p(X | Wi) pwk)
P(X)

plwk | X ) =

On peut transformer Xg en entier entre [0, N-1], par

<p(i, J) Gx>

X1=<p(i,]), Gx>= Round (N T Vmax )-

Soit N bins par dimension, avec D dimensions.
Lavaleur de N doit étre choisi pour assurer que Q = 2ND < 10 M observations,

® ®
Dans ce cas, pour M observations  p(X) » I\l/l h(X)

Laprobabilité a posteriori peut étre calculé par larégle de Bayes.

® ..
soit wg, la proposition que I'observation X | laclassek

®
p(wk | >@2) _ (X |Wl§@) p(wk)

P(X)

® A
Dansle casdesvaleursde X discretestel que X | [Xmin, Xmax] , On a

probabilité de la classe w: p(wg) = '\,<I/|k

probabilité conditionnelle de X : o(X | wi) = ,Vllk k()
e s e ® ® 1 .®

Probabilité apriori de X : p(X) = M h(x)

ce qui donne::
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® % i ®

® X |w W M M hk (X

oy | X) = P& l(:))p( K k _ hk(¥)

p() L h(x) ()

hk&




