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LeFiltrede Kalman

Lefiltre de Kaman est un estimateur récursif optimal.

Son origine se trouve dans le probleme de I'estimation de la trgjectoire des satellites et
des aéronefs. Dans un tel probleme, on cherche a estimer laposition (X, Y, z) et la
vitesse (vx, Vy, Vz) a partir de I'observation de deux angles : Site et azimut. (q, j )

®
Dans laterminologie de Kalman : la position et vitesse est un vecteur d'état : X et
®
I'Observation est Y
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Pour chague instant, t, le filtre donne une estimation X ¢ ains que saprécision Py, a

®
partir de I'observation et |'estimation précédente, )/2 t-1, Pt-1, et I'observation Y, et sa
précision, Py. Les précisions sont des covariances.

N N ®
Xt,Pt =F{ X+t1,Pt1,Y,Py}

Ce permet d'estimer un vecteur de N variable a éatoire a partir de M< N observations.
L es précisions sont des 2ieme moments de |'erreur.

Lefiltre récursif est un processus cyclique avec 5 phases :
1) Prédiction de I'évolution temporelle de I'état.

2) Observation

3) Prédiction de |'observation

4) Vdidation de |'observation.

5) Mise ajour del'estimation.
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Observations

R

Valiiation

Mise a Jour Prediction
Estimation % —T
Techniques:
Prédictions:; Modée Linéaire
validation : Distance de Mahalanobis
(Distance normalisée par Covariance)
Mise a Jour Estimation linéaire
Notation:
®
Vecteur d'état atemp't : Xt
N N\
Estimation du vecteur d'état: X t, Pt
®
Observation : Yi, Py
Prédiction : Xt Pt"
Modéle du capteur : H Y avec précision Py
Modele du processus : ] (Dt) avec précision Qt
Affectation: =
Définition: °

®
Le modéle de Kalman suppose que les estimations sont corrompues par un bruit B.

® ®
X=X + B

Le bruit est une variable aléatoire de moyenne nul.
La précision est le deuxiéme moment de ce bruit.

Po E{ B BT} = E{(X R)X =)}

® ®
On ne peut connaitreni X ni B. Kaman nous fourni les estimations ﬁt
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Prédiction del'évolution temporelle de | état
L a phase de prédiction projets )Qt-l et ﬁt-lé tempst afin deproduire X¢* et Pt

On utilise les dérivées temporelles de X.
N\
Ces dériveées peuvent étresinclus danslevecteur Xt-1

Soit une propriété, %, du vecteur X, avec variance $,2.
Laprédiction de premier ordre x* (t) exige la dérivée temporel X'(t-Dt).

: X

Par série de Taylor, on peut écrire:
Xt = Rept+ R'tpt Dt+r

avec I'hypothese que E{r} = 0.
Soit un vecteur de deux propriétés X1 et X, avec une prédiction de premier ordre.

b
B

Leprédictionest: X*:= | (D)X + R

él Dt O OEI

: . . 0100

avec lematrice detransition, ] (Ot) ° &5 5 1 pM
80 00 1H

Laprécision de X'; est lacovariancesles propriétés %

é§X12 §X1'X1 §X2X;|_ §X2'X1
Sé\xlxl' §X1'2 §X2X1' g\>(2'X;|_'

(- e e -

Pt eé\xlxz Sxixe S0% S
. eé\Xle' §X1'X2' §)(2X2' s\X2'2
ou

Sxe 2 E{ (x- R0 - R}
et

sx2 2 E{ (X - %)%}

Lacovariance P est préditepar P = j (OYP toxj OY)T + E{ Ry R(T}

L e processus peut avoir les dérivés d'ordre supérieur ale modele.
Ces dérivés donnent lieu au "résidu” R.
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R est supposée d'étre moyenne nul.
Son deuxieme moment indique la perte de précision di au modéle linéaire.

X 1= Xipx + ﬂf{t“ DT +R,.
avec
Q ° EH{Rt R}
Prédiction :

10 X = (Dt)/f\\( -t + Ry
Il: P = | OYP ot (DT + Qy
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Modéele du capteur
Un capteur projet I'état du monde vers un vecteur d'observation :

® Y®
M: Y, = HY Xt
IV: Pyo E{W;W; T}

Lamatrice de HY est un modde linéaire du capteur.

L es observations sont corrompues par les bruits aléatoires
ains que une erreur d'approximation.

Ceci est représenté par |'erreur du capteur @ W.

Onsupposeque E{Wi =0
tandis que Py °© E{W; W, T}

Par exemple, considere I'observation Y d'un état X

vy o B g1000y Sol
Y=Hx X = gH= B0010H g:ﬁ
deuxieme exempl, la matrice de projection d'une caméra:
wX' = ML xS
Aproximations des modele non-linéaires

Souvent le vrai capteur n'est pas linéaire.

Y=FX)

Dans ce cas, on peut faire une approximation linéaire avec la dérivée premiere, (la
Jacobienne), calculé au tour de I'estimation actuelle.
A &dy1Tya Tya Tya0
HY 5 gy = TRCXY % fixa Txa fixa fixa
X X e Ty2 fy2 fy2 Ty
fix1 fix2 Tx3 x40

adly1 Ty1 Ty1 Ty10 28,6

: 10 _ % Txa x2 Tx3 x4 &xi'T
et donc: gzéf - é‘ﬂyz fiy2 fy2 Tya+ éz}
x1 fix2 Tx3 xa0 &0
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Validation

Validation repose sur une mesure de similarité. Une telle mesure est
la"Distance de Mahaanobis' ou "Différence normalisée par covariance”

Soit laprédiction X{* avecsaprécison Pt

®
et I'observation Y, avec saprecision Py

Le distance de Mahalanobis est
1 * ® * - * ®
Viod?= S{(HX X =YO)T (P + Pyt (HY Xt - V)

Pour une scalaire :

d2 — (X* _y)2
2(s ;*(2+sy2 )

On considére que Xt*, P¢* définie une probabilité d'une observation Y.
Siily aK prédictions: Xkt*, Pkt", I'observation est associée a:
ArgkMin {dk? tel que dk £ seuiil.

Le seuil est un multiple de I'écart type.
Son choix depend du probléme
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Mise a Jour

Contraint d'un modéle par une Observation
®
Soit un modéle X", Pt* et uneobservation Y;, Py

A A A
/
J/ —> / = >

X

Y fournis une contrainte sur X*.

Lanouvelle valeur est donnée par un moyen, pondérée par le variance:
L es variances combine comme les résistances paralléles :

Lo = Sx2sy2
X= = Sy2+SX2
et
A X* Y
knt = SX2 ( SX*Z + Sy2)

Formulation Kalman (estimation récursif): Le Gain de Kalman

Sy2

K= 5%
Sy2+3x2
Puis:
SA)(2 = S*xz — KS*XZ
et

R = X* +K (Y =X*)

En plusieurs dimensions, le gain de Kalman est une matrice.
Supposons que Y et X sont dans e méme espace. (Méme nombre de variables.

K:= P (P + Py)l
puis:

et

Ets X et Y nesont pas du méme repére,
il faut le transformation H et soninverseHY = HY T

Equations VI, V11 et VIII du Filtre de Kalman :
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\E K:=P HYXT[HY P HXT+ Py]-1

N ®
VIl : X = X +K[Yy— HY X{']
N
VIIl: Pt =P =K HX P{*
L'Innovation

®
Ledifférence (Y, — H X )est I'innovation de |'observation.
Legain K est une matrice qui donne le poids pour une mise ajour de xj a partir de
chaque composant de l'innovation.

N
Xt=Pf —-KHYP{

( x1y1 Kx1y20
gz B kx2y1 Kx2y2™ 39’1— HX¢" 9 _

fy1 Ty~

ix2 X2+

Ty1 Ty2+ &1 HX(" 9
X3 Txa= By HIX{* 5
fy1 Tyo—+

S, X4 xa—=

fy1 Ty2

<Kxay1 kxsyz- y2- HiX{" &
kx4y1 x4y2

K:=P" HYT[HY P HYT+ Py]-1

aKx1y1 Kx1y20 66112 S 122 S15° S142%‘11 h210)
kxoyl kxoy2T _ ©S:12 522 Sy?S52 khio hooTaes » 671
XKx3y1 Kxay2r = &XS3253,2532552:XM13 hyaiée * o
Kxay1 kxay2 S412 S92 Sy32 S 42 h14 hos9

ou
56112 S12° S132 3142%111 h210

(?fhll h12 h13 h148 S21 S22 S23 S24 h12 h22 11 S1225
&e o 5 h21 h22 ho3 hoye 8312 S3,2 S 3,2 834 xh13 ho3_ ésﬂ S,,%5

S1? Su? Sug? S 420714 h24@
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Suivi des Blobs avec un filtre de Kalman

Architecture

Detection |
Processes

Detected
Targets
Trigger Detection
Regions Processes

Caractérisation par moments

List of
Predictions

Recursive
Update

<——1  Prediction

Séance 10

List of
Targets

New
Targets

On peut définir les caractéristiques "invariantes' de I'orientation avec

des "moments’ delaforme.
L es moments sont invariants autransformations affines.

Pour uneimage w(i, j) detailleN x M

Somme des Pixels: S= _g_ﬂo_é_\low(i,j)
1=0)=
Premiers moments:
1 MN
m=g a awdj)i =
S i=0j=0 "

LA Awii ]
1=0j=0

L e premier moment est le centre de gravité delaforme:

Deuxiéme moment :

1 MN 1
Si2= g iEOjgo(W("J))'(l—m) 2 sg= g

sji2= é i{?lﬂo_él:\lOW(i,j)-(i—m)(i—”})

Ceci permet de définir les"axes’, maeur, | 1 et mineur,

M N
Lo
i§0j6=10W(l 1)-(-)

| o, delaforme
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par analyse des composantes principales de la deuxieme moment

gsi2 Sji2Q
Co 85”2 SjZH
L es deuxiemes moments sont "invariants' al’ orientation

Composantes principales

Les axes sont calculés par une analyse en composantes principales
delamatrice C. Il sagit de trouver une rotation, ®, dans |'espace
de caractéristiques ® Cp ®T = A telles que A soit diagonae.

& 100 _ @Cos(q) Sin(@)¢
A = §01 25 telque l1>12 o = & Sin(q) Cos(Q)s
OCpdT= A = ?Ollozg OPTP =|= ge%)ol'_g

_ _ al 100 2Cos(q) Sin(Q)¢
PCpPT@=@Cp= AD= ¢ ,5 &Sin(g) Cos(q)s
Leslignesdu ® sont des vecteurs propres du C.
Lalongueur des axes majeur et mineur est les valeurs propres de la matrice C.

g est I'orientation de I'axe "majeur" et | 1/1 2 est le rapport entre lalongueur et la
largeur.

| 1/1 2 est une caractéristique invariante de lataille et de I'orientation.

The target state vector is

&0
X =
A y =~
Xt= KXY -
S( —
Sy u
W 7]
where
X,y are the position of thetarget in pixels

X', y' arethefirst termporal derivativeﬁ'l.lTT)t( and% of the position (in pixles/sec)
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St Sy Ss are the width, height and slant of the target measured by the square root
of the second moments (Covariance) matrix. s = Sy $,= VSyy2, Ss = VSxy?

-~

CR | [0, CFmax]

Incertitude de la position

P = 3ESyx2 é'\xyzg
€842 82 0
Incertitude dela velocité
ESex?  Sxy? 0
V = =
%§><'y'2 Syy? 8
Size uncertainty is
ESx  Sxy §><39
S = és& Sy s £
8Ssx Ssy Sssp
total covariance matrix is:
xeP )
Pt= % V :
So

For each target, at each time, t, the tracker maintains an estimated state )Qt aswdl as
its precision Pt and confidence factor, CF;. Based on a previous state and precision,

®
)/% t-Dt , Pt-Dt, CFi_pt and the observation Y d from detection functions d,
accompanied by the observed precision Pd, and detection confidence CHg.

N\ N ®
Xt,Pt,CF :=F{ Xt1,Pt-1CFY d, Pd, CFd}
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Predicting tar get location and size

Given atarget at time t-Dt, the prediction equations predict its new position, and
validation gate at time t. The general form of the prediction equations are :

Xt = j (D)X t-Dt+R. 1
Pt" := j (D) P t-Dt j (DT + Qx 2

Thus second moments, Q, estimates the loss of precision due to higher order terms.
Q=E{RRT}

When included in equation (2) this trandates to an additive growth in the validation
gate.

Xt:Xt—Dt"'k%Dt yt:)’t-Dt+k%Dt

The constant k can be set by observing the change in width for a rectangular sheet of
paper (or other calibration pattern).

For a zeroth order Kalman filter, the prediction matrix, | (Dt), takes on atrivia form:

_ &1 00
I = &015
In this case our prediction equations are reduced to
/\
Xt" = X t-Dt 3
Pt := PtDt +Qx 4

For afirst order Kalman filter the prediction matrix is:

A4 DO 0 00 O
G0 1 0 0 00 O
<O 0 1 Dt 0 0 O
@@OHeso 0 0 1 0 0 OF
0 0 kx 1 0 O
gOOOkD:OlOi
€ 0 0 0 0 0 1z

A ROI based on twice the size plus twice the precision represents a reasonable size
search region. Such aROl isdefined as

left=x-2s -25sx
right = x + 2 s + 2sx
top=y—s,—2sy
bottom =X +2's, + 2sx
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We assume image coordinates with positive y coordinates pointing down.
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Suivi de Segments de Contraste

Représentation de Segments de Contraste

Technique classique de détection : découpage récursif d'un segment de droite :

Segment :

P>

P1
Un segment est défini par deux points extremes : P et Po.

enC: point struct { intx,y; /* Coordonnées * /
covariance 2 *C; [* precisons*/

};

Un point peut avoir une incertitude en position (une precision).
Ceci est représente par une covariance : Cp

. BSx% SxyH
Cp 2 Esyx sy'\éH
ou
3} Sxyy& E{ (x- X) (y- ¥)}

sx2 & E{ (x- )3, sy E(y-93

Lesincertitudes sont estimées a base d’ observations (un calibrage).
Elles sont souvent des parametres du systéme.
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Test de proximités de pixels
Deux points, Py et P2 sont en "correspondance” s leur distance

est plus petite que la somme de leurs précisions.
On utilise une distance de Mahal anobis afin de tester |a correspondance :

d2 = —% (P1P2)T (Cp1+Cp2)1 (P1—P2)

ou"s' est I"'écart type pour lequel on accepte une correspondance.
(typiquement s = 2).

Equation homogéene d'une droite

L es segments appartiennet a une droite de support :

équation homogene : ax+by+c=0
ou bien : Sn(Q) x—Cos(gq)y+c=0

Soit P1 avec coordonnées (X1, y1) et P2 apour coordonneées (X2, y2).

On peut calculer :
dx =(x2-y1) dy=(y2ry1) L= [(dx dy)[l=+dx?+dy?

d . d
Cos(d) =b= sing) =a= |’ c= Haxa+byi)

la distance de tout point (X, y) aladroite est : d= ax+by+c
®
Ladroite peut étre représentée par unvecteur D =(a, b, 0)T.
S ®
pour un point P=(x,y, DT :

® ® , ®
,P>=d etd=0pourtout PI D

Ue

<
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Représentation MOL : " Midpoint-Orientation-L ength" .

Un segment de droite peut étre décrit par une représentation "paramétrique” :
composer un point central, direction, et longueur (Midpoint, Orientation, Length)

Py
Segment : Pm: Point du Centre: (X, Y)
q: Orientation
L: L ongueur
_ ®
ou bien Sz (xyq L)

on peut gjouter les parameétres de la droite support :  (a, b, c).

Il est également utile d'avoir d, distance perpendiculaire al'origine.
d= x Cos(g) +y Sin(q)

On note que (c, d) est une autre représentation de (X, y)
et que (a, b) est une autre réprésentation de (Q).

enC:

segment struct { point *pl, *p2; /* points extremes */
intx,y; /[* point centrale */
double theta; [* Angle*/
doublel; [* length */
double a, b, c; [* droit du support */
doubled; [* distance del'origine*/

covariance 4D *C; /* Covariance*/

b
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La précision d'un segment.

Afin d’ apparier les segments, il faut des précisions.
Une précision est représentée par une variance (ou un écart type) :

CX%, : Covariance en position du point central
Sq Variance en orientation
S|12: Variance en longueur
C, & 85x2 Sxy
Xy = Esyx sy2H

Lesincertitudes sont estimeées a base des observations (un calibrage).
Elles sont souvent des parametres du systéme.

On peut calculer une estimation de la précision pour chague parameétre
par les moyens statistiques. On observe des segments est on mesure |es stati stiques.

Pour les segments de constraste : on constate que le bruit d'un segment parvient
surtout de la " cassure".

S on "diagonalise” lamatrice Cyy, On trouve un vecteur propre
aligné avec le segment, et un vecteur "perpendiculaire” du segment.

La covariance dans la direction du segment est souvent treslarge
La covariance perpendiculaire est petite.
Donc, on peut simplifier, en remplacant Cxy par sc? et sg?

®
Ceci donne lareprésentationdunsegment: S & {c,d, g, L}
avec Cs .

Sc: Incertitude en position perpendiculaire

Sd: Incertitude en position tangentielle

Sq Incertitude en orientation

S|: Incertitude en longueur
8302 00 08

AL 0 s2 0 O

Cs 2 §0 0 sp 0y
e0 0 0 sq
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Proximité d'unedroite et un point.

pour lavraisemblance entre une droite et un point il faut déterminer la composante de
la précision du point perpendiculaire aladroite.

La composante de I'incertitude perpendiculaire ala droite est calculée
®
par la Jacobienne deladistance d=FP) =ax + by +c

_IF(P) _ faxby+c) _ T(Sin(@)x+Cos(ay+0

g  Txy T, y)
( 1I(s n(q)X+(C<)JS(q)y+c) 1(s n(q)X+COS(q)y+C) )
X b

® ®
Jd = (& b) = (Sin(q), Cosg)) =Ng (Lanormaledeladroite)
Noter qu'il sagit d'un vecteur ligne!

g S Haao
SpN2 = Jd Cxy JqT =@b) g, s?lﬂ%bz
aBS2+aS yy0 _
(a1 )%bs X+as 25~
8(66X2+b3xy) +b(asyx+bsy2)
= a2sy2 +2basyy + b2s,2
- Sin(q)2s,2 + 2 Sin(c) Cos(q) + Cos(c)2s,?

SZ = SpN2 =+ SC2

® ®
1 <D P>2
2 SpN2t+sc2

T fdse snon.

£
Similar( droite D, point P, spN2 + S¢2) =

ou s est lanombre d'ecart type qu'on accept. On peut faires= 2.
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Proximité de deux segments.

Méthode 1 : calculer ladistance de Mahalanobis entre les parametres

Pour deux segments: @él =(X,v,q,L), avec Cs1

%2 =(X,v,q,L), avec Cs

ou Cs

e
(DIDXDXDID-

Il true % (S1-S2)T(Cs1+C2) US1-S2) £ &2
I

| fase Sinon.
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Jonctions

Deux segments forment une jonction sils partagent un point.

if amilar($1.P2, Sp.P1, S1.C+51.C) then J= Makelunction(Sy, Sp);

L es parametres d'une jonction sont :

P : Point Commun
] :angleinterne ] =S2.q-S1.9

g: angle externe q= % (S2.q + S1.0)

segment struct {jonction *s1, *<2; /* segments */

intx,y; [* point centrale */
double phi; [* angleinterne*/
double theta; [* angle externe*/
covariance 4*C; [* Covariance*/
b

Lesjonctions se ressemblent s leurs paramétres sont semblables.

frve  Ta-RTct@pES
smilar( 3, %, .C+RC) = |
I

fdse Sinon.



