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Filtrage Récursif. Séance 5

Formule du Jour : Filtrage Récur sif

Lesfiltres récursifs sont définis par une équation de récurrence.
Lefiltre est spécifié par deux jeux de coefficients a(n), 0 £n<N et b(n), 0< n<N :

N-1 N-1
y(k)= a a(n) x(k-n) — & b(n) y(k-n)
n=0 n=1

Le fonction de Transfert, en domaine Z est :

N-1
y a a(n) z—
H@) =y = & h(n) 20 = "y
n=0 1+ & b(n) zn
n=1

Il faut qu'au moins un des coefficients a(n) soit non-nul.
Est que les racines de la denominateur ne soit pas les méme que les numérateur.

5-2



Filtrage Récursif. Séance 5

Latransforméeen Z

Défnition : Soit un signal discret x(n). non null pour n > 0.

Latransformée en Z est définie par

¥
X(2)= z{x(n)} = @& x(n) z"
n=0

ou z est une variable complexe et ou X(z) est un fonction complexe de la variable z.
Latransfomée en Z est une fonction complexe définie sur la plan complexe.

Rappelle : Représentation polaire d'un variable complexe et le plan Z :

z= A{z} + jA{z} =rew

A{z}

La transformé en z peut étre considéré comme une généaisation de la
transformation de Fourier alaguelle elle peut sidentifier dans un cas particulier.

Latransformée en z constitue I’ outil privilégie pour I’ étude des systémes discrets.
Elle joue un role équivalent a celui de latransformée de Laplace.

Par exemple, la transformée en z permet de représenter un signal possédant un
infinité d'échantillons par un ensemble fini de nombre.
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Lien avec la transformé de Fourier

Soit z=rew

& &
Donc X(z) =X(rew)= a x(n) (rew)-n=a x(n) rnejwn
n=—¥ n=—¥

&
Pour |r|=1, X(2) =X(w)= A x(n) edwn
n=—¥

Donc, latransformeé de Fourier est un transformeé de z pour lesquelle |z| = 1.

On peut trouver la transformeée de Fourier sur I'anneau |z| = 1

A Im{z} Transformée de
/ Fourier
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Filtres Récursif

Une opération de filtrage définie par une opération linéaire “récursive’.
Cesfiltres sont connu par nom filtres a Réponse Impulsionelle Infinie (IIR)
Forme générale des filtres recursifs

Exemple d'un filtrerécursif du premier ordre

Considér un compte d'epargne avec versemement annuel d'intéret .
Soit : n: année

x(n) : virement au compte  (soit x(n) =0 n<0)

y(n) : solde du compte

a : taux d'interet

b=1+a
Simulation :

Soit x(0) =d(n)

y(0) =x(0)

y(1) =x(1) + by(0)

y(2) =x(2) + by(1)

y(n) =x(n) + by(n-1)

Il sS'agit d'un filtre recursif du premier ordre,
définie par larelation de récurrence suivante :

y(n)= x(n)+b y(n-1)

ou a est une constante réelle. Un tel filtre est réalisé par une structure du forme :

x(n) + : )QD

+

/\b

ol z-1 est unrétard de DT.
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Fonction de Transfert :

Laratio de la sortie sur |'entrée : H(2) =;(<gg

On peut écrire :

Y(2)=X@2)+Y(@2) bzl == Y@ (1-bzl)=X(2

et donc :
_ Y@ _ 1
H2) = X@ T 1-bzt

Note que cette ratio aune pble (valeur infinie) a: 1-bz1=0

oubienquand bz1=1 ou z1=1 ou z=b

ol

Laréponse impulsionnelle est donnée par h(n) = bn

Exemple: b=0.9

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31

En domaine Fourier :

¥ ¥ .
= = W) = —jWﬂ: n jwn = ——
HW) = H(z= @ n:a_¥h(n) e rEo bn edn=

1 sin(w)
[1 + b2 — 2b cos(w)]¥2[V ~ cosw) — b ]

Hw) = [H(w) | T {HWw)} =
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h(n) =bnu(n). (avec |o| < 1)

H(z) = 3’ébﬂ g z
@= &brzn=q j,0 =
n=0
Un zéro pour z1 = 0 et un pdle pour p1 = b.
1 eWo

Pour chague fréquence wg - H(wg) = — = :
« « 0: H(wo) 1-DbeiW eMo —b

A Im{Z}

WO

] Re{Z
q \ ti}

Latransformeé de Fourier est une transformeée de z pour lesquelle |z| = 1.

La numérateur est un vecteur joignant |'origine au point z = eWo
La dénominateur est la différance de deux vecteurs.

Lamodule de X(w) est larapport des modules de | éWo| et | eWo — b
La phase et ladifférence d'angles fait par ce deux vecteurs avec |'axe réel.

On note que la module est proportional al'inverse de la distance avec
la pble (parce que la zéro est al'origine.
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Stabilité d'un filtre de premier ordre:

Lastabilité d'un filtre est définit par :

Y
alh(n)| <%
n=0
La filtrerecursif de premier ordre a: h(n) = bn

Elle est stable quand | b |< 1.0.

L e condition de stabilité est que les racines du denominator (les pdles) se trouve
al'intérieur du cercle: |z|=1.0.

(un compte banquaire est stable si sa solde reste bornée :-) )
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Exemples de la transformée en Z

i1 pour n=0
a) L’ impulsion unité: d(n) = i
t 0 sinon
¥
X(@) = Z[dm]= & dn)zh =1
n=0

AVec convergence pour tout z.

p1 pourns 0
b) L’ échelon unité u(n) = i
t o sinon
: 1
Zlun] =U@= aun) znh=1+z1+z2+ .. = R
n=0

Avec convergence pour [z|>1. DoncRx-=1 Rx+= ¥

Démonstration :

¥ ¥
aunzn-z1J un)z") =(1+z1+z2+ . )z 1+z1+z2+ )
n=0 n=0

¥
1-zH(4 un)zn) =1- ¥ =1
n=0
donc
¥ ¥
1+ 2z 1
aunzn= T4 =7,
n=0

Note que laracine de la denominator est |z| = 1.
Il sagit dun "pble” du U(z). La domaine de convergence est borné par le plus
grand pole.
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}n pourn3 0
c) LaRampe:r(n)= i
t 0 sinon
Ef - 1 —2 —Z%l
Rz2= ar(n)zn=1z1+2z +"'_(1—z—1)2
n=0
Convergence pour 2] >1 Rx—=1 et Ry+ =¥
d) Exponentiel x(n) = b u(n)
¥ ¥ ¥ 1
X@= abrunzn= gbnzn= g (bzl)n=7"7
n=——%¥ n=0 n=0
Avec convergence pour |z| > |b]
Ona Ry—=|b|] et Ry+ =¥
A Im{z}
Ry
> Re{z}

e) Exponentiel x(n) = bn

Rx—=|b| et Rx+ =|b| et donc laserie ne converge pas.
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Les Propriétés dela Transformée en Z

Propriété de Linéarité

soit x(n) = ax1(n) + b x2(n)

Alors X(z) = aX1(z) + b X2(z) avec convergence au moins dans les
régions de convergence de X 1(z) et X2(2).

Ry—= max{ Rxl_, RXZ_}
Ry+ = mln{ Rxl+, RX2+}

S les zé&os éventuels introduits par la combinaison linéaire compensent certain
poles, larégion de convergence de X(z) peut étre plus grande.

Rétard d'un signal

si y(n) =x(n—no)
alors Y(z) =z X(2) pour Ry—< |z] < Rx+
Commentaires::

Le produit avec z-1 correspond a un retard d'une échantillon ng = 1.

x(n) —>{ 1 }—> x(n-1)
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Dérivée delatransformée en z

dX(z) ¢
= a (-n) x(n) zn1
dz ey

en multipliant les deux coté par —z on obtient

dX(2) _ ¥

—Z = 4 nx(n)zn
dz ey

Laderivée d'une tranformée en z multiplié par -z

est latransformtion en z du signal multiplié par le signal y(n) = n.

Convolution de deux signaux discret

La convolution est définie par

¥
x(n) * y(n) = a x(k) y(n-k)
k=-¥

Latransforme en z est Z{x(n) *y(n) } = X(2) Y(2)

Séance 5

5-12



Filtrage Récursif. Séance 5

Transformation en Z inver se

Il y a3 methodes de découvrir h(z) a partire de H(z) :
1) Développement par division
2) Relation Intégrale
3) Développement en série de Puissance

Développement par division

On exprime :
M
O (z-zm)
H Y@@ _ m=1 _aptayzl+..+anzN
(2)= X(@2) ~ N - 14+ b1z1+..+byzN
O (z-pn)
n=1

Ensuite on fait le division de Y (z) par X(z). Lasuite de coefficients est h(n)
N
H(z)= & h(n) z
n=0

Relation Intégrale

x(n) = Z-Y X(2) - L OX(z) z"1 dz
2pj G
Valable pour tout les valeur de n, le contour d'intégration G doit étre dans la région

de convergence. Il doit étre fermé et il foi entourer I'origine du plan des z dans le
sens positif (sensinvers des aiguilles d'une montre).

On evalue l'intégrale par la méthode des résidus. La théoreme de Cauchy sur
I'intégrale le long d'un contour indique que

x(n) =21pj G(‘)X(z) z'v1 dz = Srésidusde X(z) z-1 dans G.

aun pole (z=a) d'ordre 1, larésidu du fonction [X(z) z"1] est donnée par
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Resl= Lim{ (z-a) X(2) xn1}
Z® a

aun pole (z=a) dordre q, lafonction [X(z) z-1] est donnée par

Resd= le{ (q—l)' dql { X(z)xnl(z—a)Q}}

En calculant tous les résidus aux poles de la contion [X(z) z-1] a l'intérieur du
contour G, on obtient par sommation le signal x(n).

Devel oppement en série de Puissance

Comme la transformé X(z) est une fonction analytique de z dans la région de
convergence, on peut développe en série de Taylor en fonction de z-1.

On peut, ensuite, trouver les series par identification avec les series connu.
Exemple:

Considérons une transformée en z

X(2) =exp{z’1} (1 + 2z
L e dévelopement en série de Taylor donne:

¥
X@=exp{z} 1+z)=§ ~ z"

on comparant sa avec la définition d'une transformée en z, on deduit

x(n) = ﬁ_) u(n)
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Filtrage Récursif

Lesfiltres récursifs sont définis par une équation de récurrence.
Lefiltre est spécifié par deux jeux de coefficients a(n), 1 < n<Nget b(n), 0 £ n<N :

N-1 N-1
y(k)= a a(n) x(k-n) — & b(n) y(k-n)
n=0 n=1

Note que pour n<l, b(n) est necessairement nul parce que y(k-n) n'est pas encore
calculé.

en générale Nag£ N et il est dit que lefiltre est d'ordre N.
S Na> N on considere le filtre d'etre une cascade d'un filtre
d'ordre N et un filtre d'ordre (N-Ny).

Sauf quelques exceptions, les filtres récursifs ont une réponse impulsion de durée
infinie (RIl1 ou “l1IR”). 1l est possible de rédiser certain filtre RIF par un calcul
récursif, mais ceci est rare et plutét difficile.

L’intérét desfiltres récursifs est
1) leur faible colt en calcul.
2) leur faible retard (Tres outil pour les communications)

Les inconvénientsdes filtres récursifs sont
1) leur non-linéairité en phase et
2) leur instabilité numérique.

Soit h(n), laréponse impulsionnelle d'un filtre recursif.
Pour lefiltre d'étre réalisable, h(n) doit respecter

h(ny=0 n<0
¥

et alhn| <¥
n=0

Mais laréponse impulsionnelle, h(n), n'est pas directement accessible.
Il faut passer par latransformée en Z.
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Stabilité
Lafonction de transfert d'un filtre RIIl est

N-1
y a a(n) zn
Y(2) o n=0
H(z)=X(Z) = a h(n)zn = N—1
=0 1+ & b(n) z
n=1
N-1
Le condition de stabilité est queles N pdles (racinesde 1+ & b(n) z-N)
n=1

setrouve al'intérieur du cercle:

|z|=1.0.

Exemple:

1+z-1
G(2) = (1+0.52-1) (1-0.4 z-1)

adespblesaz =-0.5, 0.4. il est stable.
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M éthodes de Conception des Filtres Récur sif

Il 'y atrois méthode de conception des filtres récursifs :
1) Conception par placement des Pbles et Zéros dans le plan z.
2) Conception assisté par ordinateur utilisant I'optimisation linéaire.

3) Transposition d'un filtre anal ogique.

Pour faire une conception par placement des poles, il faut calculer la transfomation
en Z inverse.

Conception par placement des poles et zér os

Considérons H(z) = Z{h(n)}.
Les pbles de H(z) sont les valeurs de z pour lesquelles H(z) tend vers l'infini.
Les zéros de H(z) sont les valeurs de z pour lesquelles H(z) est null.

Si H(z) possede M zéros zm et N poles, pn, on peut la mettre sous laforme :

M
O (z-zm)
H(Z)_ﬂ;)_ﬂ;) _ m=l agtarz1l+ .. +anyzN
" X2 Q=2 - N - 1+bpz1l+.+byzN
O (z-pn)
n=1

Les racines de P(z) sont des racines de H(z), Les racines de Q(z) sont de poles de
H(z). Larégion de convergence ne contient aucun pole.
Afin de connaitre les la réponse impulsionnell, h(n) on fait le division

ap+ a1 z1l+ ...+ angz N1 N-1
H(z) = 1+byzLl+.+byagz N1 = aoh(n) z
n=

On peut toujours écrire une transformée en z sous cette forme, et représenter le
signal par leslistes de pdles et zéros.

Les zéros et |es pbles complexes de H(z) sont du type a + jb.
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Structure desfiltres Récursifs

On appelle "structure d'un filtre" la maniére dont on va implanter sa fonction de
transfert. 1l y a autant de structures que de fagons d'écrire un fonction de transfert.

N-1 N-1
Exemple : y(k) = & a(n) x(k-n) — & b(n) y(k-n)
n=0 n=1

Un structure directe est de laforme suivante :

—> -1 R e

x(n) |

Decomposition en Série :

Une autre structure est obtenu par laforme::

g
1A =x()= O Hi

Ce qui donne une structure en cascade de filtre de 1iereet 2iemegrdre,

x(n) y(n)
1+ bzl 1+ bzl + boz2

H1(2) = 1+az1 W bien Ha(z) = a1zl + arz2

Lefiltre de premier order aura ses poles et zéros sur I'axe reél du plan z.
Un filtre de deuxieme ordre permet d'avoir les pdles et les zéros complexe
pour lafonction de transfert globale, tout en restant avec les coefficient réel.
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Linéairité de phase par renver sement du temps

Linéairité impliqgue H(z) = H(z )
On peut I'obtenir par deux passages du filtre avec une renversement du temps.

¥

soit:  X(z) = & x(n) z—
n=0

Renversement detemps: r(n) = x(-n)

Enz
¥ ¥ ¥
R2= A&r(n)zn= & x(-n)z"= § x(n) z" =X(z-1)
n=0 n=0 n=0
x(n) r(n) s(n) w(n) y(n)
—>| Renversement —>| H(z) —>| Renversement Hiz) >
Etapes :
1) Renversement de temps:: pour 0En<D r(n)=x(D-n)
M N
2) Passe 1: s(n= & b(m) r(n-m) — & a(m) s(n-m)
m=0 m=1
3) Renversement de temps : pour 0OEn<D w(n) =s(D-n)
M N
4) Passe 2 : y(n)= a b(m) w(n-m) — g a(m) y(n-m)
m=0 m=1
EnZ:
R(2) = X(z'})

S(2) =H(2) R(2) = H(2) X(z'1)
W(2) = S(z'1) =H(z'1) X(2)
Y(2) =H@ H(ZzY) X(2)

et F(z2) =H(2) H(z'1) = % aura une phase null.
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