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Formule(s) du Jour : Le Convolution Numérigue

1) Le Convolution Numérigue.

Considere les deux séguences numériques apériodigques potentiellement non-nul sur
lesintervalles de duration Ny et Nf.

Soit x(n) de non-nul pour n T [0, Nx-1] et f(n) denon-nul pour nT [0, N¢-1].

x(n) OENEN x-1,
f(n) O£EN£EN ¢1

Les séquences apériodique sont supposé d'exister avec valeurs nuls hors de leur
intervalle de définition.

La convolution apériodique de x(n) et f(n) est une produit scalaire pour chague m

¥ ¥
y(m) =f*x(m) = a x(n)-f(m-n) = & x(m-n)-f(n)
=-¥ n=—¥

Ce produit est potentiellement non-nul sur des Nk + N —1 échantillons.
dans l'intervalle [0, Nx+Nh-2 ]
La convolution est I’ opération de traitement de signale la plus fondamentale.

2) Conception d'un filtre numérique

R .
hs(n) =21p _pOHs(W) eWn dw

méthode de synthese de filtre :
On spécifie les caractéristiques souhaité en fréquence H(w) pour I’intervalle
P <w<p.
Hs(w) est périodique avec période 2p pour h(n) échantilloné.
L es coefficients du filtre sont ensuite donnée par la transformée de Fourier inverse
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L e Filtrage Numérique

Un filtre numérique est une combinaison linéaire d’ échantillons.

Il existe trois techniques de filtrage numérique
Filtrage non-recursif
Filtrage Récursif,
Filtrage par produit de TFD.
Quelques domaines d’ application du filtrage (liste non-exhaustive):
» Communications : téléphone, radio, télevisision, etc.
* Musique
» Radar
* Reconnaissance de Parole
* Traitement d’ image (ex : satellite, médicale, inspection industrielle)
* Vision par ordinateur

Filtrage Non-Recur sif

Une opération de filtrage définie par une convolution avec une séquence de durée
finie f(n).

Lesfiltres non-recursif ont une réponse impulsionnelle finie.
Ils sont parfois connus sous le nom: FIR (Finite Impul se Response) ou
Réponse Impulsionnelle Finie

Considere les deux séguences numériques apériodiques potentiellement non-nul sur
lesintervalles de duration Ny et Np.
Soit x(n) de non-nul pour n T [0, Nx-1] et f(n) denon-nul pour nT [0, Np-1].

x(n) OENEN x-1,
f(n) OEN£EN ¢1

La convolution apériodique de x(n) et f(n) est une produit scalaire pour chague m

¥ ¥
y(m =f*x(m) = & x(n)-f(m-n) = & x(m-n)-f(n)
=-¥ n=—¥

Ce produit est potentiellement non-nul sur un intervalle [0, Nx+Np-2 ]
Laduré du résultat potentiellement non-nul est de Ny + N —1 échantillons.
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Intéréts :

1) Le délai de réponse le méme pour toute fréquence. f(f)=kf=t
(La phase d'un filtre non-recursif est linéaire avec le fréquence).
Conséguence : Un signal n'est pas dispersé par le filtrage.

Ceci est important pour les images, mais moins important pour le son.
2) Lesfiltres non-recursif sont stables. Leur réponse et finie.

si | x(n)|<¥ aors |[f* x(n)|<¥
3) Il existe des méthodes de conception de filtre RIF simple a mettre en cauvre.

|nconvénients
1) Cher en réalisation.
2) Leretard entre |'entrer et le sorti et de taille N¢ échantillons.

(peut étre relativement long). Cette rétard sappel |a phase.

Filtrage Récur sif

Les filtres récursifs sont définis par une égquation de récurrence. Le résultat a la
position "n" dépend de larésultat ala position n-1.

Lefiltre est spécifié par deux jeux de coefficients a(n), 1 £n<N et b(n), O£ n<N :

N-1 N-1
y(m)= & b(n) x(m-n) — & a(n) y(m-n)
n=0 n=1

Sauf quelques exceptions, les filtres récursifs ont une Réponse Impulsion Infinie
(RI1 ou“lIR"). 1l est possible de réaliser certain filtre RIF par un calcul récursif,
mais ceci est rare et plutot difficile.

L intérét desfiltres récursifs est
1) leur faible colt en calcul.
2) leur faible retard (Tres outil pour les communications)

Les inconvénientsdes filtres récursifs sont
1) leur non-linéairité en phase et
2) leur instabilité numérique.

Lesfiltres Rl peuvent étre congcu par des méthodes semblables a ceux utilisés pour
les filtres analogiques. Ceci n'est pas vraie pour lesfiltres RIF.
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Filtrage par Produit de Transformée de Fourier Discréete.

Un des intérét principale de la TFD est qu'il permet de faire les convolutions de
deux signaux de taille N échantillons avec un colt de calcul de I'ordre de 2N
Log(N) en lieu de N2. Mais e TFD réalise une convolution périodique.

Ceci peut poser un piege.

Soit x(n) deduréen T [0, Nx-1] et f(n) deduréeni [0, N¢-1].

TED{f(n)} -TFD {x(n)} U & x(n)
®) est convolution circulaire

yp(n) =& x(n) = fp * xp(n)

¥

ou fp(n) est unsignal périodique: fp(n) = & f(n + k Nf)
k=—¥
¥

et xp(n) est unsignal périodique: xp(N) = & X(n + k Ny)
k=—¥
¥

et yp(n) est unsignal périodique: yp(n) = & y(n + k Ny)
k=—¥

yp(n) = ITFD { TED{f(n)} - TFD {x(n)} }

Il est possible de calculer une convolution apériodique, f * x(n), par une produit de

TFD. Mais pour ce faire, il faut incruster f(n) et x(n) dans des séquences
périodiques en g outant les zéros.
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Convolution par TFED

Convolution Circulaire par TFD.
TFD{xp(n) ® yp(n)} = TFD{xp(n)} - TFD {yp(n)} = Xp(k)- Y p(K).
et par dualité
TED(xp(n) - yp(n) } = TFD{xp(n)} & TFD {yp(n)} = Xp(k) ® Y p(k)

Un des intérét principale de la TFD est qu'il permet de faire les convolutions de
deux signaux de taille N échantillons avec un cot de calcul de l'ordre de 2N
Log(N) in lieu de N2. Maisle TFD réalise un convolution périodique.

Ceci peut poser une piege.

Soit x(n) deduréen T [0, Nx-1] ety(n) deduréeni [0, Ny-1].

Il est possible de calculer un convolution aperiodique, x(n) * y(n), par une produit

de TFD. Mais pour ce faire, il faut incruster x(n) et y(n) dans des séquence
périodique Xp(n) et yp(n) detaille N = Nx + Ny 1.

L es échantillons de xp(n) entre Nx—1 et Nx + Ny —1 sont zéro.
L es échantillons de yp(n) entre Ny—1 et Nx + Ny —1 sont zéro.

Xp(k) = TFD {xp(n)} colt O(N In N)
Yp(k) = TFD {yp(n)} colt O(N In N)
Zp(k) = Xp(k) - Yp(k) colt O(N)
zp(n) = TEDI{ Zp(k)} colt O(N In' N)

Cout total 3O(N InN) + O(N) = O(N In N).
Comparé a O(Nx Ny) pour x(n) * y(n)

Ones[gagnantﬂ (Nx+Ny) In (Nx+Ny)<NX Ny
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Caractérisation de Filtres:

Un filtre est caractérisé par

1) saréponse, f(n), al’impulse numérique d(n), ou également par
2) safonction de transfert F(w) ou F(z) calculé par sa TFTD ou transformée en z.

Lesfiltres sont généralement specifiés dans le domaine Fourier ou dans le domaine
Z.

Pour un filtre RIF, laréponse a |’ impul se numeérique est précisément son jeu
de coefficients f(n).

f(n) = f(n) * d(n)

Pour un filtre récursif, f(n) est de durée infini. Il faut safonction de transfert F(w).
L'intérét dudomaine Fourier (ou Z) provient de le fait que
convolution en temps est égquivalente d'un produit en domaine Fourier.

yo =x@ * iy U Y (w) = X(w) F(w)
et ~
yo =x® -ty U Y (w) =X(w) * F(w)

Ceci est valable pour les séquences numeériques périodiques.

yp(n) = x(n) * f(n) U Y (w) = X(w) F(w)
et A
y(n =x(n) -t U Y (w) = X(w) * F(w)
Il est plus facile de concevoir et d'analyses les opérations de convolutions en

domaine Fourier que domainet ou n.
En conséquence, la description d’ un filtre est plus simple en Fourier



Le Filtrage Numérique Séance 4

Transformée de Fourier d'un signal numérique

La Transformée de Fourier de Temps Discréte (TFTD) ou "DTFT" en Anglais.
d'un signal numérique est défini par :

¥ .
Fw) = a f(n) edWn
n=—¥

F(w) décrit I'effet sur chague fréquence d'un filtre f(n).

La Fonction de Transfert.

X(w)—> F(w) —> Y(w) = X(w) F(w)

Lafonction de transfert est le ratio de la sortie sur |'entrée d'un systeme. Y/X.
Pour un systeme linéaire, ceci est trivial en domaine Fourier.

Y(w) _ X(w) F(w)
X(w) = X(w)

= F(w)

Fw) =1 Fw) 1€ 7™ = Fw) | cosa(w)) +j | Fw) | sin (3 (w))

On peut interpréter ceci comme une expression dufait que le systeme impose un
décalage en temps) et une attention en amplitude | F(w) | pour chague fréquence.

Pour toute fonction linéaire (convolution, corrdation) les fonctions caractéristigues
sont |es exponentiels complexes:

E(w) = €W = Cos(w 1) + | Sin(w 1)

C.-a-d. Unefonction linéaire h(n) modifiera chague exponentielle, wq

par une attentuation (ou amplification), et d’ un retard en temps (phase).
L 'atténuation et le retard sont exprimés par une fonction complexe H().

Ceci est unique et indépendant pour chague valeur de.

Lafonction de transfert d'un systeme f(t) est une fonction compl exe F(ejW)
qui donne le changement d'amplitude et phase unique & chaque &Wot,



Le Filtrage Numérique Séance 4

Dérivation de lafonction de transfert.
La convolution par f(n) avec une exponentielle donne le méme exponentielle mais

retardé en temps et multiplié en amplitude par F(ejW) :
FEeWo) gWoh = () » gWon

o ¥ .
FEWo dWoh = g f(m) @Wol-m)

m=¥

o ¥ . .
FeWydWn = a f(m) gWon gdWom
m=—¥

FeWoy gwWon = gWon gf(m) eIwom

m=—¥
. ¥ _
FE"0) = Fwg) = @ f(m) edWom
m=—¥
& .
et pour tout w : F(w) = a f(m) e Jwm
m=—¥
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Quelques Exemples des Filtres

Calcul dela dérivée d'un signal numérique.

La dérivée d'une fonction s(t) est définie par

s , . s(t) — s(t-Dt)
Tt ILStIG?O { Dt }

pour un signal numeérique, s(n), lalimite n'existe pas.

. 1SN _ sn)-s(n-2)

in = 2
_ .. Ts(n) _ s(n) —s(n-1)
Dn=1: m - 1
_n. T _ O
Dn=0 : i — 0 Y

Conclusion : On ne peut pas calculer une dérivée pour un signal discret.

Mais on peut calculer une premiére différence : %r?l ou bien Dns(n)

Ladifférence d'un signal est une convolution avec un filtre!

Dn=1: %r:ﬂ = s(n)—s(n-1) = s(n)* [-1 1]

mais aussi

Dn=2 : %nm - s —Zs(n-2) = s(n) * [—% 0 %]

Comment les comparer les deux filtres? Par leur fonction de transferts.

La Transformé de Fourier d'une dérivée a une fonction est

FIN )= 200 wF (D)

4-10
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etdone Tot) = FA{—20) w (D) = FY-2pj w) * F Y1)

Donc, une dérivée est un FILTRE avec une fonction de transfert —2pj w

ﬂ%({f) _ 1?’[ * §(t) = & Y —2pj w} * s(t)

C.;?

Lesfiltres linéaires sont associatifs, distributifs et commutative.

& Y -2pj w} auneduréeinfinie. Maison peut faire une
approximation de durée finie par
di(n) = [-1 1] ou encore

1
da(n) = > [-1,0, 1]
Lequel est mieux?

Im{ H(W) }
2j w

2jsin(w/2)

2j sin( W)
\ w

1) Pour d2(n)=[1,0,-1]

¥ | | |
a d(n) eIWn = g-1) WD 4 g1y eIWED
n=—¥

AW+ W = _9j sinw)

Da(w)

2) Pour d(n) = [1 -1]

Astuce: pour calculer lafonction de transfert, rendre la fonction symétrique
par un retard d'une demi-echantillon j=i+1/2.
Donc les coefficients sont localisés a -1/2 et 1/2.

4-11
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Lafonction de transfert est

D1(w)

n=—¥
W+ W =_gjsin(y)

Ladérivée premiere “amplifie” les hautes fréguences.
Mais le numériseur embrouille les hautes fréquences.

Nota: latransformeé de Fourier en Temps Discréte est un
suite de Cosinus et | Sinus.

| ntuition : Symétrie et Anti-symmetrie

Chague paire de coefficient Anti-symmetric contribue une jsin()
10-1 U 2jsinw)

10001 U 2jsinw)

100000-1 U  2jsin@w)

du méme

101 U __ 2cos(w)

10001 U 2cos2w)

1000001 U  2jcos@w)

Note: A
[10-11* [10-1] U 2jsinw) - 2] sin(w)
ro-2011U -4 sinw)2

maisz {[1 0-20 1]} = -2 + 2cos (2w)

donc 4sin(w)2 =2 — 2cos(2w)

Séance 4

& . . _
a d(n) gIWn - d(—;) e_JW(_l) + d(—;) e—JW(+1)

4-12
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Une pense Béte pour lesrelations trigonométriques

On peut utiliser les petits filtres comme rappellent des relations trigonometrique. !!
exemples:
a 4cos(w)2 =2+ 2cos(2w)

c{[101*[101}=g{[10201]}

b) 4j cos(w)sin(w) =2jsin(2w)

g{[101*[10-1]} =g{[1000-1]}

Lissage d'un signal numeérique : Les Filtres Binomiaux
(coefficients binomiaux) sont les coefficients dupolynéme :

n°/2
(x+y)" = &  bmpx"My"
m=--n/2
5 n!
bm,n=£8 = (n-m)l mi = Pn(m)

Les coefficients du séries binomiaux sont générés par le triangle de Pascal

Level (N) Sum  Variance (s2) s

1 0 1 0 0
11 1 2 1/4 1/2
121 2 4 1/2 ¢p/2
1331 3 8 3/4 B/2
14641 4 16 1 1
1510 10 5 1 5 32 5/4 CB/2
1615201561 6 64 6/4 G6/2
1721332171 7 128 714 &7/2
1829 56 70 56 29 8 8 256 2 (@)

Ses coefficients forme des filtres avec des propriétés remarquables.
Ils sont les coefficients de la meilleure approximation du filtre Gaussien
sujet aux contraintes d’ étre discret et fini.

4-13
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Filtres Binomiaux : bp (M) =  bg(m)™™ = [1, 1] M =nconvolution de[1 1]

Gain: abp=2N
Variance: Var{bp) = n* Var{bg} = 2
Fonction de Transfert : Bn(w) = [2 cos(\g)] n

Pour n paire: Bn(w) = [2 + 2 Cos(w)]"/2

1 2
Va{bn(m} = 5~ & bp(m) m?
=n/2

exemple:

Var[1,4,6,4,1] = 116 {1(22+4(1)2+6(02+4(1)2+1(22}

= 116{4+4+4+4} =1

ValL =3 { (1 (2)2+ 133 =3+ D =1

Les Filtres Binomiaux donnent des filtres Gaussiens "finis et discrets’
Lafonction de transfert des binomiaux peut étre calcul é facilement alamain :

4-14
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Exemples

by(m) =[11] _
Byw) = 16W(V2) 41 gW(l2) -5 cogwi2)

-p 0 p

bo(m)=[121] (Deuxiemefiltre Binomial)

p Bow) =18V 4+2dW(0) 41 gwW(d)
= 2+@W+gdW
Ba(w) =2 +2Cos(w) = [2cos(w/2)]2
.
>
P 0 p

ba(m)=[11] *4=[14641] Ba(w) =6+ 8cos(w) + 2 cos(2w) = [2cos(w/2)]4

A
167

\E

4-15
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M éthode de synthése de la série de Fourier

La méthode décrite ci-apres est dite “méthode de la fenétre” ou “ méthode de la série

de Fourier”.
1) On spécifie les caractéristiques souhaité en fréquence Hs(w) pour I'intervalle

P <w=<p.
(Hs(w) est périodique avec période 2p pour hg(n) échantilloné.)
2) Les coefficients du filtre idéal sont donnée par la transformée de Fourier inverse

R .
hs(n) =21p _pOHS(W) eWn dw

3) On determine la durée du filtre, N.

h(n) = hs(n) - wn(n)
4) On vérifie que H(w) —Hg(w) est acceptable.

H(w) = Hs(w) » Wn(w)

4-16
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Exemple:
A HsW)
1_
' I_ | |)
p 1 —p/2£ wE£Dp/2 -p =P P p
Hw)=2% | 2 2
t 0 ailleurs
L _ 1 /2 0 1 p/2
_ 1 wn L W L
hs(0) = 55 _F?Hs(W) eWn dw = 2 _p(/)zej dw = 5 _p?zl dw
_ 1P e 1 py1
2p 'l'—p/2 2 2p 2 p 2
1 R . 1 p\/2_
hs(n) = 51 OHsw) eWN gw = 2 0eWVNgw
- —p/2
1 1 _wn i P2 1 S sin(pn/2)
_ 4+ 1 qwni _ 1 radpn/2 _ a-pn/i24 _
hs(M) = 25 jn€ o2 2in L€ € I=""pn
sin(nwy)

Filtre passe-bas idéel avec fréquence limitewc: hg(n) =
A h(n)

np

Coefficientsen n

On ne peut garder qu’un nombre N (fini) de coefficients h(n).

1 sin(pn/2)
h)=5 = oz - W)

4-17
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Effets dela limitation de la dur ée de hs(n):

Ne garder que N coefficients est équivalent a multiplier la suite infinie des h(n) par
un fonction porte w(n).

j 1 O£n<N
w(n) S
t 0 ailleurs

Laréponse impulsionnelle est :
h(n) = hg(n) - w(n) pour O£ n<N
Safonction de transfert est :

Hw) = Hg(w) * W(w) = rect(w/p) * %ﬂl\(IWL//ZZ)L e—jW(N—l)/4

Cette fonction de porte est la fenétre rectangulaire .
Elle caractérise une troncature temporelle qui introduit des ondulations sur la
réponse en fréquence du filtre.

4-18
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La Sinus Cardinale pour une function discr ét

wy(n) est une fenétre rectangulaire ou fonction de porte (parfois appellé rectn(n))

} 1 O£En<N
wy(n)  °
t 0 n<0etn3 N
N—1 . N-1 . N—1 .
Wyw)= 8 wymedW" = g e = § (eW)"
n=0 n=0 n=0

afin de simplifier I'agebre, on substitu : z = €W

N-1 N _
il nousfaut identité : & z" = % i
n=0 £~
donc pour 2= @IW = g12pf

Wty = edPfND2 (e—ijanIZ _ ei2pan/2)
() = (ei2pnfi2_ gi2pnf/2y

gip f(N-1)/2 Sn(pfN)
sin(pf)

ou bienw = 2pf => pf =w/2

_ ajW(N=1)/4 sSin(Nw/2)
Wnw) = € snw/2)

(N-1)

Il s agit de I’ équivalent discrete & sinc(pf) avec un retard de >

Si on avez définit w(n) avec un nombre impaire de coefficients, centré sur zéro :

1 —N/2 £ n<N/2

wn(n) =i _
t 0 ailleur

puis :

4-19
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(e—ijan/Z _ ej2pan/2)

) _ Sn(pfN)
Wn(f) = (e12pnfi2_ gi2pnfi2y = sin(pf)
A
NN N>
NV
Utilité

Pour tout filtre de duré N (N fini) (donc, pour toutes les filtres RIF)
x(n) = x(n) = wn(n)
et en domaine Fourier :

g { x(n) =wy(N)} = X(w) * Wy(w).

La spectre X(w) de tout filtre de duré fini, x(n), est convoluéee par Wy (w).

4-20
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Filtre passe bas

A Hyw)
| | )W
T i D }
- > > p
*
A Ww)
W
T . NEA N\ >
' =~ TN A\ ARSI 1
0 \/ [V 0
/\ A H(V?\
B Y
TV \V A
5 p
mY > > p

HW) = Hg(w) * W(w) = rect(w/p) * % W (N-1)/4

4-21
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filtre passe bande

A (W)
l . W
I i )
- W2 W wp  wp p
*

A Ww)
! P-NIVA\ JANEDAN L3
I A~ A v \WAEn e = =
D \/ |V 0

A HW)

NS

A N\ | /N N | w
MV V ¥ V VAN
_p p

HQ) = Hs(w) % Ww) = [rect(w) - reat(w)] » Sgraid) edWN-1/4

Filtre pass bande par modulation
Un autre approche de la conception d'un filtre passe bande :

Hs(w) = d(zwo)

Pour taille N : h(n) = cos(wn) - wy(n) donc H(w) = ; d(xwo) * %%)

4-22
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Gabarit d'un Filtre

L e gabarit d'un filtre numérique peut étre caracterisé par :

Les fréquences caractéristiques définies par rapport aux bandes passants et
attenuées. par exemple : derniéere fréquence passante et premiere fréquence atténuée
pour un filtre passe bas.

Les erreurs tolérées par rapport a la réponse en amplitude idéale. Elles sont
désignées par ondulations et définies pour chacune des bandes de fréguences.

On gpécifie les caractéristigue d'un filtre avec un gabarit en donnant des
parametres.:

dp : L’ ondulation en bande passant
wp Derniere fréquence passante

Wa: premiere fréquence atténuee

da: L’ ondulation en bande atténuée.

Ici | H(w) | est montré en amplitude, maisil est généralement exprimée en dB.

Wa + Wp
2Wa—Wp

La difference wa — wp Sappelle bande de transition, et le rapport

représente laraideur du filtre.
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